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Vorwort zur ersten und zweiten Auflage. 

Unter den verschiedenen Grundformen, auf denen sich die Relativi- 
tätstheorie aufbauen läßt, scheint mir besonders einleuchtend die rein 
formalistische zu sein, derzufolge es sich um solche Transformationen 
handelt, durch welche Kugelwellen wieder in Kugelwellen übergehen. 
Diesen Ausgangspunkt haben Poincarö und Minkowski gewählt. Ihrem 
Vorgehen folgend habe ich an einer anderen Stelle^) das Relativitäts- 
prinzip in Verbindung mit der elektromagnetischen Lichttheorie, durch 
welche H. A. Lorentz und A. Einstein zu ihrer Formulierung gelangt 
sind, darzustellen versucht. Im folgenden möge das Prinzip, abgelöst 
von der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und seinen Be- 
ziehungen zur theoretischen Physik, unter Beschränkung lediglich auf 
die nächsten Folgerungen, die sich für die reine Mechanik ergeben, vor- 
getragen werden. Den Anlaß hierzu bot ein in Tübingen im März 1911 
abgehaltener Ferienkurs, dessen Ziel es war, einen Kreis von Lehrern 
der Mathematik in dem Rahmen von wenigen Stunden mit dieser glän- 
zenden und fruchtbaren Errungenschaft der modernen mathematischen 
Physik bekannt zu machen. 

Wertvolle Hinweise und Bemerkungen verdanke ich Herrn Professor 
Dr. R. Gans in La Plata und Herrn Professor Dr. J. Sommer in Danzig- 
Langfuhr. 

Die vorliegende zweite Auflage enthält neben einigen Verbesserungen 
mehrere Zusätze, die das Verständnis des fremdartigen und spröden 
Stoffes weiter zu fördern bestimmt sind. ^ , 

Tübingen, 1914. "^ ^r^l^ 

1) Mechanik raumerfüllender Massen, Leipzig 1909, Art. 53 ff., wo manche 
der hier unterdrückten Literaturnachweise angegeben sind. — Seitdem ist die 
umfassende, auch die Anwendungen berücksichtigende Darstellung erschienen: 
Das Relativitätsprinzip von Dr. M. Laue, Braunschweig 1911, 3. Aufl. 1919. 
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Vorwort zur vierten Auflage. 

Seit dem Erscheinen der zweiten Auflage hat in der Schrift: Die 
Grundlagen der allgemeinen Relativitätstheorie (Leipzig 1916) A. Einstein 
eine zusammenfassende Darstellung seiner dort nur kurz erwähnten 
neuesten Forschungen veröffentlicht. Auf Grund der einen Forderung, 
daß ein Naturgesetz Beziehungen der Erscheinungswelt darstellt, die 
gegenüber einer beliebigen Bewegung (auch einer Drehung) des Be- 
zugssystems unveränderlich sind, und der anderen, daß die das Gravi- 
tationsfeld beherrschenden Gleichungen eine Verallgemeinerung der be- 
kannten Laplace-Poissonschen partiellen Differentialgleichung sein 
mtlssen, gelangt er zu einer Formulierung der Gravitationswirkung, die, 
von allen bisher versuchten durchaus verschieden, wegen ihrer Einfach- 
heit und überraschenden Leistungsfähigkeit zu einer völligen Umgestal- 
tung der Mechanik hinzudrängen und aus ihr eine Theorie der Differen- 
tialinvarianten eines vierdimensionalen Linienelements machen zu wollen 
scheint. 

Um dem Leser dieses Büchleins — dessen Titel nach Einsteins 
neuer Bezeichnungsweise nunmehr „Das spezielle Relativitätsprinzip" 
lauten müßte — einen wenn auch nur flüchtigen Blick in diese Gedanken- 
welt zu verschaffen, habe ich von der dritten Auflage an am Schluß eine 
zuerst im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung vom 
Jahre 1917 erschienene Besprechung der erwähnten Schrift beigefügt. 

Im übrigen enthält die vierte Auflage noch einige weniger wesent- 
iche Änderungen und Verbesserungen. 

Tübingen, 1920. 
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I. Die Forderung. 

1. Einleitung. 

Mit dem Namen Relativitätsprinzip bezeichnet man eine neue Auf 
fassung der Grundbegriffe der Mechanik, zunächst von Raum und Zeit- 
weiterhin auch von Masse und den damit zusammenhängenden Begriffs- 
bildungen, die dem Bedürfnis entsprungen ist, gewisse Unstimmigkeiten 
und Widersprüche zu beseitigen, welche zwischen der bis dahin geläu- 
figen Auffassung elektromagnetischer Vorgänge, insbesondere der Fort- 
pflanzung des Lichtes einerseits, und Erscheinungen, wie die Aberration 
der Fixsterne, das Dopplersche Prinzip, sowie einigen grundlegenden 
neueren physikalischen Versuchen andererseits aufgetaucht waren. Was 
dem Prinzip zu einer so weitgehenden Beachtung verholfen hat, daß 
nachgerade auch der Mathematiker von ihm Kenntnis nehmen muß, ist 
der Umstand, daß seine Gültigkeit in letzter Linie das ganze stolze Ge- 
bäude der klassischen Mechanik, wie es Newton und Lagrange er- 
richtet haben, in seinen Grundlagen zu erschüttern vermag. 

Zwar birgt das Relativitätsprinzip selbst schon in seinen nächsten 
Folgerungen paradoxe Begriffe und Aussprüche in Fülle, mit denen sich 
abzufinden auch einer beweglichen Phantasie nicht leicht wird. Aber 
nicht mit Unrecht vergleicht man sie mit den Eindrücken, die dem un- 
befangenen Beobachter zugemutet werden, der zum erstenmal von der 
Bewegung der Erde im Weltraum oder von Antipoden hört. Und da in 
jedem Falle die auf Grund des Relativitätsprinzips errichtete Mechanik, 
die „relativistische" oder die „Mechanik des Weltpostulates", wie man 
sie nennen könnte, als ein feinerer Ausbau der klassischen Mechanik 
aufgefaßt werden kann, der seinerseits diese als Grenzfall enthält, so 
besteht zwischen den beiden Auffassungen der Mechanik, vom prakti- 
schen Standpunkt aus, kein eigentlicher Widerspruch. 

Wie aber auch die Frage sich entscheiden wird, ob die relativistische 
oder die klassische Mechanik die Vorgänge in der leblosen Natur richtig 
beschreibt: der Einblick in die neue Theorie ist für den Mathematiker 
von so großem theoretischen Interesse, daß man in den weitesten Kreisen 
die Bekanntschaft mit einer Theorie verbreitet wünschen muß, die durch 
das geniale Eingreifen von Männern wie Hendrik Antoon Lorentz, 
Albert Einstein und Hermann Minkowski sich schon jetzt zu einem 
der kühnsten Gebäude des forschenden Geistes ausgewachsen hat. 
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2. Die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik. 

Ein „Relativitätsprinzip" kennt auch die klassische Mechanik. Zwar 
knüpft Newtons Mechanik an die Vorstellung vom absoluten, ruhenden 
Raum an, und auch Lagrange spricht von einem im Räume festen 
Koordinatensystem. Aber die Beziehung zwischen einerseits der Be- 
schleunigung p und der Masse m eines im Räume frei beweglichen 

Massenpunktes und andererseits der auf ihn 
wirkenden Kraft ^y die das Newtonsche 
^xyz zweite Grundgesetz ausspricht, als Vektor- 

(x*y'2*) gleichung dargestellt, 

(1) mp = ^, 

-^ZZ' ^^* dieselbe Gestalt, ob man sie auf ein festes 
oder auf ein gleichförmig geradlinig bewegtes 
Koordinatensystem bezieht. Denn nimmt man 
die Bewegung etwa parallel zur Z-Achse des 
als fest angesehenen rechtwinkligen Koordinatensystems Z, 7, Z an, 
derart, daß die Z'- Achse des mit der gleichförmigen Geschwindigkeit q 
bewegten Systems X\ Y\ Z', dessen Zeit t' mit der Zeit t des festen 
Systems übereinstimmen möge, sich in der Z-Achse verschiebt, so 
gelten die Gleichungen 

(2) x = x; y='y; z=^z+qt'; t = t\ 

Setzt man in die Gleichungen für die einzelnen Koordinaten 
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Fig. 1. 
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in welche, wenn 'tß^, 'tßy, ^^ die Komponenten von ^ sind, (1) zerfällt, 
die Werte (2) für x, y, z, t ein und berücksichtigt, daß, weil q konstant 
ist. 
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ist, so gehen die linken Seiten der Gleichungen (3) in solche von genau 
derselben Form, nur geschrieben in den gestrichenen Koordinaten jc', . . . { 
über. Die rechten Seiten hängen im allgemeinen von den Koordinaten 
des Punktes m und von der Zeit ab. Treten aber hier die ersteren nicht 
für sich, sondern in der Form von Differenzen x — Xq, y — yo, z — Zq 
auf, und nimmt man an, daß der Punkt Xq, y^, Zq nicht ein fester Raum- 
punkt sei, sondern ebenfalls ein Massenpunkt tho, der, dem Prinzip von 
Wirkung und Gegenwirkung entsprechend, sich gegenüber m ebenso 
verhält wie m zu ttiq, so transformieren sich Xq, i/o> ^o ebenso wie x,^,z; 
die Differenzen x — Xq, y ■- yo, z — Zo = {z — qt') — (zq —qt')='Z— Zq 
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und damit die Kraftkomponenten VxfVyr Vz ändern ihre Gestalt nicht, 
wenn man vom festen zum bewegten System obergeht. 

Man sagt dann, daß die Gleichungen (3) durch die Transformation (2) 
„in sich selbst übergeführt" werden, oder auch, daß sie invariant seien 
gegenüber der Transformation (2). Diese Invarianz hat die Bedeutung, 
daß sich aus dem Vorgang, den die Gleichungen (3) beschreiben, auf 
die Geschwindigkeit des Koordinatensystems, in welchem sie dargestellt 
wird, kein Schluß ziehen läßt, weil jene Gleichungen für jedes gleich- 
förmig geradlinig bewegte System dieselbe Gestalt besitzen. 

3. Schallwellen. 

Neben der Mechanik diskreter Punkte hat sich im vergangenen Jahr- 
hundert — im engeren oder loseren Anschluß an Eulers klassische Ab- 
handlungen über Hydrodynamik — eine Mechanik der raumerfüllenden 
(kontinuierlichen) Massen entwickelt, die sich u. a. auch mit der Fort- 
pflanzung von Störungs- (z. B. Schwingungs-) Zuständen in einem Mittel 
beschäftigt. In einem allenthalben und nach jeder Richtung gleichartigen 
(„homogenen" und „isotropen") Medium, worauf wir uns hier beschrän- 
ken wollen, pflanzt sich eine an einer Stelle x^^yQ, Zq entstandene Stö- 
rung erfahrungsgemäß in Kugelwellen fort. Die Bewegung, die z. B. ein 
ins Wasser gefallener Stein erregt, breitet sich bekanntlich in der Weise 
aus, daß die Wasserteilchen kleine Kurven um ihre Gleichgewichtslage 
beschreiben, die an der Oberfläche des Wassers Erhöhungen oder Ein- 
senkungen hervorrufen. Diese schreiten als konzentrisch sich ausbrei- 
tende Wellenberge und -täler in Kreisform fort. Auch im Falle der Aus- 
breitung einer Schallwelle in Luft bestehen die Bewegungen in kleinen 
Schwingungen der Luftteilchen um ihre Gleichgewichtslage längs des 
Radius, der diese mit dem Störungszentrum verbindet.^) 

Man macht nun die Erfahrung, daß in einem solchen Mittel, auch 
wenn es gleichförmig geradlinig bewegt wird, noch immer eine Erschütte- 
rung sich in Kugelwellen ausbreitet. Die Schallgeschwindigkeit im Inne- 
ren z. B. eines geschlossenen gleichförmig laufenden Bahnwagens oder 
Schiffes, dessen Bewegung von der eingeschlossenen Luft geteilt wird, 
ist genau dieselbe in Richtung der Bewegung wie in der umgekehrten 
Richtung oder senkrecht zu ihr. Diese Tatsache läßt sich auf folgende 
Weise in eine Formel bringen. 

Die Gleichung einer Kugel mit dem Mittelpunkt XQ,yQ,Zo und dem 
Halbmesser R lautet, bezogen auf ein zunächst im Raum als fest ange- 
nommenes Koordinatensystem JT, Y, Z: 

1) Die Theorie beschreibt eine solche Fortpflanzung durch ein System von 
partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung für die Koordinatendifferenzen, 
die der Entfernung der Massenteilchen aus ihrer Ruhelage entsprechen. 
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[x - xo)' + fe - yo? +(z- Zo)'-= R\ 

Nimmt man an, daß der Halbmesser R mit der von einem gewissen 
Zeitpunkt /q ^n gezählten Zeit t proportional von Null ab wächst, so ist 
zusetzen: Ä = 7(/-g. 

Man spricht jdann von einer Kugelwelle und nennt V ihre Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit. Wendet man auf die Gleichung einer solchen 
wachsenden Kugel 

(4) {x - Xo)^+ {y - yo)'+ (z - Zor^V'{t - t,)' 
die Transformationsgleichungen (2) an 

(5) X = x; y^y-, z = z + q{; t = t\ 

und nimmt man an, daß der Mittelpunkt an der gleichförmigen Bewe- 
gung der ganzen Masse teilnimmt, d. h. daß sich x^^y^, Zq ebenso wie 
X, y^ z transformieren, so geht die Gleichung (4) der Kugelwelle in sich 
selbst tlber, denn man hat 

ix - x,r +{y'- yo)' +(z- zo)' -vHt- to)' ^ 
^ ^ = (x' - xoT + W - yo? + (z - zoT - v\t' - 0\ 

Daher ist die Gleichung (4) der Kugelwelle „invariant" gegenüber der 
Transformation (2), wenn diese zugleich die Koordinaten der Punkte des 
bewegten Mediums und das Bewegungszentrum verändert. Teilt aber 
das letztere die Bewegung des Mediums nicht, besitzt es also während 
der Entsendung der Welle nicht dieselbe Translationsgeschwindigkeit 
wie das Medium, so werden konzentrische Kugelwellen nicht mehr in 
ebensolche übergehen. Dieser Fall tritt z. B. dann ein, wenn in ruhen- 
der Luft Schallwellen von einer bewegten Schallquelle ausgehen oder 
umgekehrt; in diesem Falle gilt, wie man leicht einsieht, die Gleichung (6) 
nicht mehr. 

Weil die Transformationsgleichungen (2), wiederholt angewendet, 
nur wieder zu ebenso gestalteten (mit nur anderen Werten von q) hin- 
führen, so kann man auch das als fest angenommene System als selbst 
in Richtung derZ-Achse gleichförmig geradlinig bewegt annehmen, ohne 
daß Kugelwellen aufhören, wieder in Kugelwellen überzugehen. 

4. Lichtwellen. 

Während sich nun die Fortpflanzung von Erschütterungen in gleich- 
förmig bewegten elastischen Mitteln bei mitbewegter Quelle jenem Ge- 
setz (2) der Relativität fügt, steht man vor der merkwürdigen Tatsache, 
daß die Fortpflanzung von elektromagnetischen Erschütterungen, wie 
Licht, im leeren Räume ihm nicht folgt. 
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Zwar breiten sich auch diese, ebenso wie der Schall, in Kugelwellen 
aus, und zwar mit einer fOfr alle Lichtgattungen gleichen Geschwindig- 
keit von c == 3.10^** Zentimetern in der Sekunde, gleichviel, ob Licht- 
quelle und Beobachter beide relativ zueinander ruhen oder ob die eine 
gegenüber dem anderen sich bewegt. Allerdings ist der Beweis hierfür 
nicht leicht zu erbringen. Um über eine mit der Lichtgeschwindigkeit 
nur einigermaßen vergleichbare Geschwindigkeit zu verfügen, muß man 
schon die Bewegung der Erde in ihrer Bahn um die Sonne heranziehen, 
deren Geschwindigkeit jedoch auch nur den zehntausendsten Teil der 
Lichtgeschwindigkeit ausmacht. Im Jahre 1881 hat A. A. Mich eis on 
in Chicago durch einen fein ersonnenen Versuch^), den er später mit 
E. W. Morley wiederholt hat,' den Nachweis geführt, daß in der Tat die 
Portpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in Richtung der Bewegung 
der Erde und diejenige senkrecht zu ihr übereinstimmen. Man muß daraus 
schließen, daß das Licht im Räume sich in Kugelwellen ausbreitet, auch 
wenn die Geschwindigkeit von Lichtquelle und Beobachter eine sehr 
erhebliche ist. 

Nun liegt es nahe, anzunehmen, daß ebenso wie die Luft den Schall, 
so ein sonst unmerkbarer Stoff, der „Äther^^ das Licht fortpflanze und 
zugleich die Bewegung mit der Lichtquelle teile, die er umgibt. Gegen 
diese Annahme aber spricht diejenige Erscheinung, die man Aberration 
des Lichtes nennt. Es ist hier nicht der Ort, dies eingehend zu begrün- 
den.^) Es mag genügen, darauf hinzuweisen, daß schon Presnel sich 
von der Unmöglichkeit eines von der Lichtquelle mitgeführten Äthers 
überzeugt hatte. Auch ein neuerer Erklärungsversuch auf dieser Grund- 
lage von G. G. Stokes ist als nicht vereinbar mit der sonst unentbehr- 
lichen Annahme der Inkompressibilität des Äthers von H. A. Loren tz 
zurückgewiesen worden. 

Endlich läßt sich ein vielbesprochener physikalischer Versuch mit 
der Annahme des fortbewegten Äthers nicht in Einklang bringen. Fizeau 
hat (Ann. d. Phys. Ergänzgsbd. 3 S. 457) in zwei parallelen Röhren 
Wasser in entgegengesetzter Richtung mit gleicher Geschwindigkeit v 
strömen lassen und die Geschwindigkeit von zwei Lichtstrahlen, die sich 
in derselben Richtung durch die Röhren bewegen, durch Interferenz 
miteinander verglichen. Er fand dabei ihre Geschwindigkeit dw nicht 



1) Siehe etwa Drudes Optik, Leipzig 1900, S. 140, 438. Im Zusammen- 
hang mit dem Relativitätsprinzip beschreibt ihn u. a. W. Wien im Taschen- 
buch für Mathematiker und Physiker, Jahrg. 1911, Leipzig, S. 286. 

2) Die populäre Erklärung der Aberration gründet sich auf die Emana- 
tionstheorie, nicht auf die Annahme eines Zwischenmediums, das Oszillationen 
fortpflanzt. — Vgl. auch die Artt. 48, 53, 54 der Mechanik raumerfüllender 
Massen des Verfassers; Leipzig, 1909. 
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gleich derjenigen 2v der Geschwindigkeiten der Wasserteilchen, wie bei 
vollkommener Mitführung des Äthers durch das Wasser zu erwarten 

war, sondern ^u; = 2i;n — jpj, wo n der Brechungsindex für Wasser 

ist. Die Abweichung des Klammerfaktors, des„Fresnel sehen Mitf ührungs- 
koeffizienten", von 1 ist von Michelson und Morley bestätigt worden. 

Nach all diesen Erfahrungen muß aber mit der Annahme gebrochen 
werden, daß wie der Schall im lufterfüllten Raum so das Licht in einem 
Mittel „Äther" sich fortpflanzt, das die Geschwindigkeit der Lichtquelle 
teilt. Insbesondere läßt sie sich nicht geltend machen für die Anwen- 
dung der Transformation (2) auf das Licht. Man findet im Gegenteil, 
daß die Gleichungen der Elektrodynamik von Maxwell-Lorentz ihr 
gegenüber nicht invariant sind (s. das Zitat der letzten Fußnote). 

Andererseits ist durch den Michelson sehen Versuch bewiesen, daß 
die Ausbreitung des Lichtes für einen mit der Erde bewegten Beobach- 
ter nach allen Richtungen hin mit derselben Geschwindigkeit erfolgt, 
wie für einen etwa in der Erdbahn ruhenden. 

Als sichergestellt darf man hiernach nur Folgendes annehmen. Durch 
ein Licht, das an einer Stelle des Raumes aufblitzt, wo sich ein Beob- 
achter befindet, werden um diesen herum Kugelwellen erzeugt, die er, 
gleichviel mit welcher (geradlinigen, gleichförmigen) Geschwindigkeit er 
die Lichtquelle im Moment des Aufblitzens passiert, in jedem Punkt seiner 
Bahn als von ihm ausgehend ansprechen darf. Passieren zwei Beobach- 
ter mit verschiedenen Geschwindigkeiten (und vielleicht in verschiedenen 
Richtungen) die Stelle, so muß es möglich sein, daß jeder von ihnen 
aus den Kugelwellen, als deren Mittelpunkt der andere sich ansieht, 
durch andere Anordnung der Elemente ebensolche, mit ihm selbst als 
Mittelpunkt, herausdeutet. Diese Vieldeutigkeit des Erregungszustandes 
zu erfassen und zu erklären, wird die Aufgabe der nächsten Artikel sein. 

II. Geometrie der Bewegung. 

5. Die Lorentztransformation. 

Nach dem bisher Gesagten handelt es sich um die Aufgabe: (a) durch 
eine Transformation, welche die gleichförmige geradlinige Bewegung 
eines Koordinatensystems gegen ein anderes ausdrückt, die Größe 

ix - xo)' +(y- yo)'+ {z - zo? -cHt- to)\ 

wo nun c die Lichtgeschwindigkeit ist, in der Weise in sich überzufüh- 
ren^), daß (b) die Lichtquelle, also die Koordinaten Xo,^o>^o (ebenso 

1) Ein konstanter Faktor, um den sich etwa die transformierte Größe noch 
von dieser unterscheiden könnte, läßt sich durch passende Wahl des Maß- 
stabes für die Koordinaten und die Zeit zu Eins machen. 
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weiterhin /q) an der Transformation nicht teilnehmen. Was zunächst 
die letzte Forderung angeht, so erfüllt man sie einfach dadurch, daß 
man Xq = yQ= Zq=^ und Xq = y^ = Zq' = annimmt. Fügt man noch 
^0= V== zu, so heißt dies, daß zur Zeit ^o= ^o'— das Erregungs- 
zentrum gemeinsamer Ursprung der gegeneinander bewegten Koordi- 
natensysteme S {Xy y, Z, das „ruhende") utid S' {X\ Y\ Z\ das „be- 
wegte System") ist. Die Forderung (a), daß die Transformation, durch 
welche nunmehr 

(7) x'+y'+z'-c't'^x'+y'+z'-c'i'' 

wird, eine gleichförmige Bewegung von S' gegen S ausdrücke, wird er- 
füllt, wenn sich die Koordinaten des bewegten Systemes, oder allge- 
meiner lineare Funktionen derselben, von denen des festen Systems um 
Größen unterscheiden, die mit der Zeit t' proportional sind. Würde man 
aber hierzu die Gleichung t ^ t' fügen, so verfiele man wieder — wie 
schon der einfachste Fall der Bewegung längs der Z-Achse lehrt — auf 
die Transformationsformeln (2) des Art. 3, die wir für den vorliegenden 
Fall ablehnen mußten. Es bleibt nichts anderes übrig, als in die Be- 
ziehung zwischen den Zeiten t und t' der Systeme S, S' die 
Koordinaten mit aufzunehmen. 

Indem man dies in der allgemeinsten Fassung bewirkt, erhält man 
Transformationsgleichungen von der folgenden Form^): 

x = ai^x+ üi^y + a^zZ + a^^t' 

i = a^^x -f- 042^' + 043/ + 044^', 

wo nun die Koeffizienten a,^ (2,ft= 1,2,3,4) in der Weise voneinander 
abhängen müssen, daß die Gleichung (7) identisch erfüllt ist. Wir nennen 
alsdann das System der Formeln (8) mit Minkowski eine Lorentz- 
transformation. In der Forderung ihrer Gültigkeit für Zeit und Raum, 
also für die „Welt", besteht das Relativitätsprinzip. Die Forderung 
selbst nennt Minkowski das Weltpostulat. 

Setzt man die Ausdrücke (8) in die linke Seite von (7) ein und ver- 
gleicht die Koeffizienten der Potenzen und Produkte von x, y^ z\ t\ so 
erhält man die folgenden 4 -f- 6 = 10 Beziehungen 

I) Daß diese Gleichungen linear sind, wird, genauer gesagt, durch die 
Forderung bedingt, daß eine für das Weltkoordinatensystem (Artt. 7, 8) gleich- 
förmige Bewegung (gerade Weltlinie) diese Eigenschaft im transformierten 
behält (Ph. Frank und H. Rothe, Transformation der Raum -Zeit -Koordinaten, 
Ann. d. Phys. (4) 34 [1911] S. 834). 

2* 
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a!i+ ö|,.+ flif— C*a|f= 1 (« = 1,2,3) 

(9) j a?4 + a|4 + 0^4 - c^aU = - c* 

^CLli(^lk+ ^2i^k+ ^^SiCizk-^ C*fl4ia4Ä= 0. (i-,Ä = 1,2,3,4; f4=Ä) 

Wir werden unten (Art. 10) sehen, daß sich die 16 Koeffizienten afi^ 
durch 16 — 10 = 6 unabhängige Größen darstellen lassen, und merken 
hier vorläufig nur die durch Differentiation aus (8) mit Hilfe der Glei- 
chungen (9) abzuleitende Beziehung an: 

(10) dx^+dy^+dz'- c^dt^=- dx^+dy'+ dz^- c'dt'K 

Die durch (9) ergänzten Gleichungen (8) bilden die allgemeinste Gruppe 
von linearen Substitutionen, welche die quadratische Form x^ + y^ + z" 
— c^t^ in sich überführen. Zum Vorzeichen der Determinante 1 0,^1 = ± 1 
nehmen wir das obere. 

Die geometrisch mechanische Bedeutung der Transformation läßt 
sich jedoch bereits an dem Sonderfall ermitteln, der durch Bevorzugung 
der Z-Achse aus dem allgemeinen hervorgeht, indem man nämlich die 
Gleichungen (7), (8) folgendermaßen spezialisiert. 

(11) Es möge z^-cH^^z^-cU'^ 

werden dadurch, daß man (mit Hinzunahme von oc = x ; ^ = y) : 

.- - , 2: = össZ + 034^' 

(IIa) , , 

setzt. Die Z'- Achse des Koordinatensystems S' bewege sich also längs 
der Z-Achse des Koordinatensystems S. Man erhält nun durch Einsetzen 
der Werte (IIa) in (11) und Vergleichung der Koeffizienten gleicher 
Potenzen von z\ t' die drei Relationen 

«Is - C^flJs = 1 ; «34 — 'C^a|4 = - C^; 033 034 - c' 043 0^4 = . 

Setzt man 033 = fc ; 0^4^= kq, 

so wird, weil c^alsöL^ («la — 1) («li + c*) = 0^3 0^4 ist, 

1 ka 

ft*(c^ — - q^ = c^ daher: fc^= — , , und hiermit leicht a^s = 7? ; 044 = ^. 

Die Gleichungen (IIa) nehmen somit die Gestalt an 

X = X mit der Umkehrung 

y =" y z=kz — kqt 

(12) z = kz+kqt' t' = ^^2-\-kt, ^^^^^ 
t^^-^z+kt\ 
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(13) wo fe= / - ist. 



V'-S 



Bevor wir diese Formeln auf ihren Inhalt untersuchen, stellen wir 
fest, daß sie (wie überhaupt jede Lorentztransformation) die Relativ- 
formeln der Newtonschen Mechanik ((2) Art. 2) als Sonderfall 
enthalten. In der Tat: die Identität (7), mit c^ durchdividiert, geht für 
c = 00 in t = f über. Entsprechend ergibt sich aus den Formeln (12) 
(13)fOrc-oo ^^j. ^^^'+gt'. t^t'^ 

Um nun die Bedeutung der Formeln (12) zu ermitteln, wollen wir sie 
zuvor dadurch vereinfachen — was ohne Einbuße an Allgemeinheit ge- 
schehen kann, wenn man von dem eben besprochenen Sonderfall ab- 
sieht —, daß wir für die Zeiten ^, ^' in den beiden Systemen eine andere 
Einheit einführen als die Sekunde. Es möge nämlich statt 

(14) ct...t; statt ct\..t' 

geschrieben werden, d. h. statt der Sekunde eine solche (3.10^® = c mal 
kleinere) Zeiteinheit benutzt werden, daß die Längeneinheit (1 cm) von 
dem Lichtstrahl in eben der neuen Zeiteinheit zurückgelegt wird. Weil 
nach (13) die Größe q die Dimension von c, einer Geschwindigkeit, hat, 
so ist noch statt 

(14a) c " ^ ^ setzen. 

(15) Hiermit geht k über in k = 



und an Stelle der Formel (11) tritt 

(16) z'^i'=z'-t'\ 

an Stelle der (12) treten die folgenden 

X = x; y ^y deren Umkehrung x' = x; y=y 
(16a) z = kz+kqt' ergibt: z=-kz-kqt (16b) 

t = kqz+kt\ t'-=--kqz + kt. 

Die Formeln (16 a) (16 b) lehren, was ein Beobachter des ruhenden 
Systems S (Z, T) aus den ihm über z, t bekannten Daten des eigenen 
Systems bezüglich der Verhältnisse des bewegten aussagen kann; 
umgekehrt unterrichten sie einen Beobachter des bewegten Systems 
S' (Z', r') über Verhältnisse des ruhenden. 

Diese (teilweise paradoxen) Folgerungen mögen für einige Fälle im 
nächsten Artikel gezogen werden. Zuvor merken wir noch eine später 
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zu brauchende Beziehung an, die sich aus (10) oder aus (16a) durch 
Differentiation (unter Benutzung von (15)) ergibt: 

(17) dz'-dt''=dz^-dt\ 

Auch ist noch festzustellen, daß die Zusammensetzung von zwei Lo- 
rentztransformationen wieder eine solche gibt. Fügt man nämlich zu (16 b) 
eine gleichlautende Beziehung zwischen /, t' und z\ f" mit q {< 1) an 
Stelle von q «l) hinzu, und eliminiert /, t\ so erhält man: 

z'==kk'({\ + qq)z-(q + q'))t) 
r=. kk'(- {q + q')z + {l + qq)t) . 

Es tritt also an Stelle von q • - 'lq] = Y^aa' 

von fc • • • [fc] = kk' (1 + qq) , 

wo wieder [q] < 1 und [kY(\ - [qV) = 1 

ist. Würde man, in dieser Weise fortfahrend, System in System ein- 
fügen, so würde man, auch wenn man jedem eine beliebig große Ge- 
schwindigkeit q{<\) gegenüber dem vorhergehenden beilegte, doch 
niemals eine Geschwindigkeit [q] erreichen, die größer als Eins wäre. 
Man bemerke noch, daß für q'=^ — q\ z' ^ z\ ^ '= t wird, was dem 
Obergang von {z\ i') rückwärts zu (z, entspricht. 

6. Länge und Zeit im Relativsystetn. 

Zunächst sieht man leicht, daß, wie in Art. 5 verlangt worden ist, 
sich S und S' gegeneinander mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
bewegen. Denn zur Zeit f = /'=0 fällt der Ursprung des bewegten 
Systems S' /= mit dem z = des ruhenden S zusammen. Nach Ab- 
lauf der Zeit i' hat sich 0' von um eine Strecke entfernt, die man 
aus (16b) durch die Annahme z'= findet. Man erhält: 

z^qty 

woraus hervorgeht, daß sich, im ruhenden System beobachtet, der Ur- 
sprung 0' von mit der gleichförmigen etwa positiven Geschwindigkeit q 
längs der Z- Achse in positivem Sinne vorwärts bewegt. — Umgekehrt 
entfernt sich in negativem von 0\ weil aus (16a) für z = folgt: 

z =— qt . 

Darin stimmt das neue Relativitätsprinzip mit dem des Art. 2 überein. 
Was aber die vorliegenden Beziehungen der Systeme S, S' zueinander 
von den dort erörterten unterscheidet, ist der merkwürdige Umstand, 
daß sich je für den Beobachter des einen System die Maßstäbe so- 
wohl für die Zeit wie für die Länge des anderen zu verändern 
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scheinen, und zwar hängt der Grad ihrer Verschiedenheit von ihrer 
relativen Geschwindigkeit q ab. 

Um die Folgerungen iaus den Formeln, die dies aussagen, durch Be- 
obachtungen zu prüfen, treffe man — vorausgesetzt, daß man über ge- 
nügend große Geschwindigkeiten oder über genügend feine Maßstäbe 
und Chronometer verfügt — etwa die folgenden Anordnungen. 

Man habe im Zustand der Ruhe die Längenmaßstäbe beider Systeme 
verglichen. Ein Zeitmaß für beide gibt dann die Geschwindigkeit des 
Lichts, die ja für ruhende und bewegte Systeme die gleiche ist. Es 
handelt sich nun um eine Vergleichung der Zeit- und Längeneinheiten 
im Zustand relativer Bewegung. 

In beiden Systemen seien entlang der Linie, längs deren sie aneinan- 
der vorbeigleiten, Uhren verteilt, die in jedem System für sich durch 
optische oder elektrische Signale (wobei selbstverständlich auch die 
minimale Zeit für Hin- und Rückweg in Betracht kommt) gleich gerichtet 
und in gleichem Gang erhalten werden. Um nun den Gang der Uhren 
des Systems S' mit dem des festen Systems zu vergleichen, läßt sich 
ein Beobachter in S von einer und derselben Stelle 0' in S', etwa z'==0, 
aus am Anfang und am Ende eines verabredeten Zeitintervalls t' Signale 
herüberschicken. Sie werden zwar von verschiedenen Stellen in S auf- 
genommen, treffen hier aber auf gleichgehende Uhren und lassen sich 
so zum Vergleichen verwenden. Anstatt das Zeitintervall t' wird der 
Beobachter in S das größere Intervall t^kt' beobachten (ft > 1), das 
sich aus (16a) für z'=0 ergibt. Die Uhr des relativ bewegten Systems 
S' scheint ihm langsamer zu gehen wie die eigene. — Umgekehrt fol- 
gert ein Beobachter des bewegten Systems aus (16b) für z = 0, daß 
^'= kt^ d. h. daß die Uhr im ruhenden System langsamer gehen müsse 
wie die eigene, und auch er wird dies durch ein dem beschriebenen 
analoges Verfahren bestätigt finden müssen, falls wirklich das Relativi- 
tätsprinzip die physikalischen Weltgesetze beherrscht. 

Ahnlich verhält es sich mit dem^Ausmaß der Längen. Von den End- 
punkten 0, A einer Strecke z = ÖA des Systems S (s. Fig. 2) mögen in 
einem gegebenen Zeitpunkt f = Signale an das bewegte System S' 
hinübergegeben werden, die, in 0' und A' eintreffend, eine Strecke 

z'= Ö'A' begrenzen. Die spätere Vergleichung von z mit z muß be- 
stätigen, was sich aus den Formeln (16 b) f ür f = ergibt, daß nämlich 

z^^^z 

ist, was eine scheinbare Verkürzung der bewegten Länge z auf die Länge 
z bedeutet. 

Für einen mit dem bewegten Systems' verbundenen Beobachter er- 
gibt sich dagegen aus (16 a) für den Zeitpunkt f' = des festen Systems 
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was eine scheinbare Verkürzung der Strecke z' gegenüber der z be- 
deutet. — Also für den Beobachter in irgendeinem von zwei gegen- 
einander bewegten Systemen scheint je der Gang der fremden Uhr sich 
zu verlangsamen, die fremde Länge sich zu verkürzen. 

Die Längen senkrecht zu der Bewegungsrichtung, wie x, y, werden, 
dagegen gleich beurteilt. 

Auch der Ausdruck für „gleichzeitig" ist für beide Systeme S, S' 
verschieden. Denkt man sich nämlich in den Endpunkten der Strecke 

z = OA (Fig. 2) im festen System zwei Beobachter 0, A aufgestellt, 

welche beim Vorübergang der Endpunkte 0', A' einer Strecken z = O'A' 
des bewegten Systems, die im gleichen Zeitpunkt t bzw. 0, A passieren, 
die Zeit ihrer Uhr notieren, und im bewegten System zwei ebensolche 
in den Endpunkten 0\ A' der Strecke z' aufgestellt, so sind die vier 
Uhren so zu stellen, daß, wenn zur Zeit des Vorübergangs die Uhren 

, z' , ^^» in 0, Ay 0' je ^ = f'= zeigen, diejenige 

'P' ^' in Ä nicht auch f = 0, sondern 

^^ i S -^ t^-qkz 

p»8 2. zeigt, wie man aus (16 b) für ^==0 ent- 

nimmt. - Ein Ereignis also, das für und A „gleichzeitig" ist, ist dies 
keineswegs auch für 0' und A\ 

Bemerkenswert ist ferner, daß in der relativistischen Kinematik das 
Parallelogramm der Geschwindigkeiten seine Geltung verliert. Denn wenn 
man die Gleichungen (16 b) nach t differenziert, erhält man, mit den Ab- 

dx dx' ', 

kürzungen ^7 = ^» ~d¥'^^ usw.: 

dx __ . dg_ _ . 
dir ■" ^' dt "^ 



(18) oder auch 



dt = *^ — *^; di '^ "■ *^^ "*■ * 

dx' dt __ . , X . .,_ y 

dt ' df'^^ " k{l — qzy ^ k(l - qz) 

.r z-q . i' + (7 

z = _ . ; z = 



l__qi» - 1 + qi 
Durch Quadrieren und Addieren erhält man (18), indem man 

setzt, die elegante Beziehung^) 



1) Wiechert, Relativitätsprinzip und Äther, Physikal. Zeitschr. 1911,8.692. 
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^^° ^' 1 _ I,« — - 1 _ q^ — (1 _ qzy » 

aus der u. a. hervorgeht, daß v' nicht die Resultante aus v und g im 
Sinne des Parallelogramms der Geschwindigkeiten ist. 

7. Raum-Zelt-Koordlnaten. 

Man macht sich ein leichter übersehbares Bild von den Verhält- 
nissen, die die Transformation beschreibt, wenn man die Größen z, t 
als rechtwinklige Koordinaten in einer Bildebene aufgetragen denkt, 
und die Bedeutung von z\ ( in derselben ermittelt. Führt man statt q 
einen Winkel 9 ein, indem man 

(19) g = tg()P 

also cos cp = ,^ . sm QP = , 

cos^9? — sm^gp "^ 1-4- o^ ~ /c^ ^^\z\y 

(20) wo also K = ]/[-! jl ist, 

so wird fc = /Ccos^, ft^ = /fsin9>, 

und die Formeln (16 a) gehen über in 

z = Kz cos 9> + X^' cos ( I — 9?j 

(20 a) , /^ N 

t = /fz' sin 9 + Kt' sin f 2 "" 9^) 

mit der Umkehrung Kz cos 2 gp = 2 cos gp — f sin gp 

X^' cos 2 9 = — zsingp + ^cosgp. 

Die Formeln (20 a) bedeuten den Übergang von einem rechtwinkligen 
System U = {Zy 7), dessen Koordinaten das Verhalten (z, t) eines z. B. 
längs der Z-Achse des ruhenden Systems S sich bewegenden Punktes 
darstellt, zu einem schiefwinkligen 27' = (KZ\ KT'), welches das Ver- 
halten {z\ desselben Punktes relativ zum bewegten System S' dar- 
stellt; nur daß in -2^' nicht seine Koordinaten z\ i selbst, sondern deren 
Vergrößerungen Kz, Ki aufgetragen sind. 

Die Achsen des schiefwinkligen Systems sind gegen die des recht- 
winkligen bzw. um die Winkel ^> und — 9 geneigt. Das Richtungspaar 
KZly KT' ist „konjugiert" bezüglich jeder gleichseitigen Hyperbel, deren 
Asymptoten die beiden Medianen OAf, OM' des rechtwinkligen Systems 
(s. Fig. 3) sind, insbesondere also bezüglich des Medianenpaares selbst. 

Brill, Relativitatsprinzip. 4. Aufl. 3 
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Um aus der Länge ÖQ' ^Kz eines Punktes der XZ'-Achse ^t 
Länge z selbst zu finden, konstruiere man eine gleichseitige Hyperbel 
durch Q\ deren Asymptoten die Medianen OM, OM' sind. Sie schneidet 

auf der Achse Z die Strecke OQ = z ab/) Denn sind umgekehrt z, i 
die Koordinaten desjenigen Punktes Q' einer gleichseitigen Hyperbel mit 

der Achse z =^ OQy in welchem die Achse t' = sie trifft, so ist (16) 

wegen (20a), w. z. b.w. — An dieser Figur lassen sich die paradoxen 
Sätze des vorstehenden Artikels leichter übersehen. So z. B. hat vom 
Standpunkt des rechtwinkligen Koordinatensystems 2J(Z^ T) der Punkt 
Q' die Koordinaten z, t von dem des schiefwinkligen 2' die Koordinaten 

Kz\ 0, wo nun also z' = OQ <z == OS ist. 

Die Lage, die eine mit dem festen System S verbundene Strecke 
0A=^ z (Art. 6) mit wachsendem t einnimmt, stellt sich in der Bildebene 

durch Parallelstrecken zuz=OS (Fig. 3) 
dar, wobei sich längs der Achse T 
bewegt. Vom Zeitpunkt ^ = ab über- 
schreiten die Punkte der gleitenden 
Strecke OS der Reihe nach die KZ- 
Achse des Systems ^T zwischen und 
0' und erscheinen dabei einem Be- 
obachter in S'als gleichzeitig. Für 
diesen drängt sich also auf OQ'/K = 
OQ^z die Strecke OS = z zusammen. 
Ferner sieht man, daß, vom Stand- 
punkt des Systems -S" aus, und 0' 
dieselbe Zeit ^'=0 haben; von dem des Systems 2; aus aber hat 
die Zeit f = 0, 0' die Zeit t = SQ' = Kqz. 

Wenn man zu der Bildebene (Z, T) noch zwei unter sich und auf 
Z und r senkrechte Koordinatenachsen X{XX Y{Y') hinzunimmt, so er- 
hält man einen vierdimensionalen Bildraum mit wiederum einem recht- 
winkligen Koordinatensystem Z! und einem teilweise schiefwinkligen Z!\ 




1) Übrigens erhält man die Länge 2' = 00 aus 2'/f=O0' konstruktiv 
dadurch, daß man um den Punkt S, den Fußpunkt des Lotes von 0' auf OZ, als 
Mittelpunkt einen Kreis schlägt mit dem Halbmesser S 0^ = /f z' sin % und an 
ihn von aus die Tangente legt. Ist diese ON, so folgt aus 

OfP== ÖS» — SiV* = ÖS* — S0''» = /f*2'« (cos* cp — sin» =2'*, 

daß OW=OQ = z' ist. 
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Der Lage eines Massenpunktes ^) x{= x), yi= y'), z, bezogen auf das 
rechtwinklige Koordinatensystem 5 des gewöhnlichen Raumes zur Zeit /, 
entspricht ein Punkt x, y, z, f, bezogen auf das Koordinatensystem £ 
des vierdimensionalen Raumes als „Bildpunkt", „Ifa um -Zeit- 
punkt" oder „Weltpunkt" (nach Minkowski); zu dem mit der Ge- 
schwindigkeit q gegen S bewegten Koordinatensystem S' des gewöhn- 
lichen Raumes gehören die Koordinaten x',y',z',t' des schiefwinkligen 
Systems 2,". Wir kommen hierauf in Art. 9 zurück. 

Das Ineinandergreifen von Zeit und Raum, das mit der Annahme des 
Relalivitatsprinzips unzertrennlich verbunden ist, möge durch ein Bei- 
spiel noch naher beleuchtet werden. 

In dem Weltkoordinatensystem Z, 7 (Fig. 3 a) stelle E die Erde, S 
den Sirius zuV selben Zeit 
( = dar. Die Entler- 
nung£S=2abelrägtbe- 
kanntlich etwa 8,6 Licht- 
jahre. Der Punkt hal- 
biere die Streckens, so 
daßa = OS = £0 = 4,3 
Lichtjahre bedeuten. Ein 
von zur Zeit ( = sich 
ausbreitender Lichtbülz 
wird E und 5 nach Ab- 
lauf von 

( = ££'= SS'= = 4,3 
Jahren erreichen, wenn 
£' und S' die Schnitt- 
punkte der „Weltlinien" EE', SS', die E und S zugehören, mit den Me- 
dianen OM", OM, den Weltlinien des Lichlblitzes (Art. 8 im Anlang) sind. 

Man denke sich nun zwischen Erde und Sirius eine geradlinige 
Brücke geschlagen, und stelle sich vor, daß diese mit der halben Licht- 
geschwindigkeit q = l (für c = 1) längs ES Ober Erde und Sirius hin- 
weggleite derart, daß die Milte der Brücke den mitten zwischen E und 
£ gelegenen Punkt gerade in dem Augenblick i = t' =-0 passiert, in 
dem der Lichtblitz aufleuchtet. Dieser breitet sich dann auch längs der 
bewegten Brflcke mit der Geschwindigkeit 1 aus. Wenn nun die Zeit- 
rechnung der bewegten Brücke durch die Koordinatenachsen KZ, KT' 
(mit tg?) ™ 9 = |) der Figur bestimmt wird, so sind in diesem Welt- 

1) Wiewohl noch im Oeblet der Kinematik ziehen wir hier doch schon den 
Begriff des Massenpunkies heran, um eine bequeme Unterscheidung von dem 
Bildpunkt zu haben. 
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koordinatensystem £'", S"' die Bilder ihrer Endpunkte zur Zeit t' = 0, 
f', S" die nach Eintreffen des Lichtblitzes in ihnen. Denn wie die 

Punkte der festen Strecke ES alle dieselbe Zeit ty so haben alle Punkte 
der bewegten Brücke von dem Moment ab, wo sie eine eigene Welt 
bilden, dieselbe Zeit t\ Man hat sich vorzustellen, daß gleich nach dem 
Entstehen der bewegten Brücke, etwa für f ' = in 0, alle ihre Beob- 
achter ihre Uhren auf f ' = stellen, ein Vorgang, dem in Fig. 3 a ein 



plötzliches Aufrücken aller Punkte der Strecke ES auf die E S ent- 
spricht. Der Beobachter im Endpunkt S z. B. überspringt so einen Zeit- 
raum von SS"7ä^ = fc(7a = (etwa) 2,5 Jahren. — Von diesem Augenblick 
/' = bis zum Eintreffen des Lichtblitzes in den Enden der Brücke ver- 
gehen noch t' = S'^/K = ÖS^/K = fta = 5 Jahre. 

Der Vorsprung der Zeitrechnung des bewegten Endes S'" vor der 

des Sirius, bezogen auf das feste System, ist durch /?S'"= 0/?tg9> 
gegeben, und bestimmt sich aus der Beziehung OR — OS = /?S'"tgqp 

^ ÄS'" = I OS = I a = 2,9 Jahren, 



wie andererseits das bewegte Ende E seine Zeit hinter die Zeitrech- 
nung der ruhenden Erde um 2,9 Jahre zurückdatieren muß. Eine der 
Erde und dem Sirius erteilte simultane Geschwindigkeit von der halben 
Größe der Lichtgeschwindigkeit bewirkt somit eine Gesamtdifferenz in 
der Zeitrechnung der Endpunkte von 2 x 2,9 = 5,7 Jahren, deren Ver- 
teilung übrigens freisteht. 

Die Fig. 3 a gestattet auch eine Vergleichung der Lichtwellen im 
ruhenden mit denen im bewegten System. Senkrecht zur Zeichenebene 
möge in eine dritte Achse X angenommen und die Ausbreitung von 
Kreiswellen in der ZZ- Ebene ins Auge gefaßt werden. Läßt man das 
Linienpaar OM, OM' durch Umdrehung um die T- Achse einen Kreis- 
kegel beschreiben, so sind ersichtlich die Weltbilder der sich erweitern- 
den Kreiswellen die Schnittkurven dieses Kreiskegels mit einem System 
von Parallelebenen zur Ebene OXZ, die von mit wachsendem t sich 
entfernen. Und zwar erhält man die Kreiswellen in der ZZ- Ebene durch 
Orthogonal-Projektion jener Kreisschnitte auf die ZZ- Ebene. Die Kreis- 
wellen dagegen in der bewegten Ebene werden durch diejenigen ebenen 
Schnitte des Kegels dargestellt, die parallel zu der Ebene (X, KZ')y also 



1) Mittels der Formeln (16 b) erhält man die Koordinaten des Punktes S 
im System (KZ\ KT) durch die^nnahme z= a, ^= zu / = fea; t*= — kqOy 
und damit ÖW^^Kz ^Kka, S''^=Kr==^-Kkqa, Der Punkt S'" hat also 
im System (Z, T) die Koordinaten ÖR= OS" cos qp = Äz' = fc«a = |a und 

RS"' = 0S^' smcp=sk*qa=\ay wie oben angegeben. 
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parallel zu E S verlaufen. Nur sind die so entstehenden Schnitt- 
ellipsen, bevor man sie durch schiefe Parallelprojektion in die Bildebene 
{Xf KZ') überführt, vermittels einer affinen Transformation im Verhält- 
nis l : K m Kreise zu verwandeln. 

Man ersieht aus der Figur, wie die Wellen des bewegten Systems 
sich aus dem Material der Wellen des festen Systems, die sich in kon- 
zentrischen Kreisen in der (Z, Z)-Ebene fortpflanzen, zu einem anderen 
System von Wellen aufbauen, die sich wiederum in Kreisen, aber mit 
einem fortschreitenden Erregungszentrum 0' als Mittelpunkt ausbreiten 
(oder auch umgekehrt) — nur daß die Elemente des Erregungszustandes 
in räumlich und zeitlich anderer Anordnung verwendet werden. 

8. Die Weltllnie eines materiellen Punktes. Seine Eigenzelt 

Verfolgt man das Bild eines materiellen Punktes [i^ der sich wieder 
im gewöhnlichen Raum längs der Z- Achse des rechtwinkligen Koordi- 
natensystems S irgendwie (ungleichförmig etwa) bewegt, in einem ebenen 
Raum-Zeit-Koordinatensystem 2^, so gehört ihm hier eine Kurve zu, seine 

„Weltlinie" (Minkowski), deren Tangente an irgendeiner Stelle (z, t) 

dz 
die Geschwindigkeit ji == ^ des Punktes 11 m S zur Zeit t angibt. 

Für einen Punkt, der sich mit der gleichförmigen Geschwindigkeit 
q bewegt, ist die Weltlinie eine Gerade mit dem Richtungskoeffizienten 
1/^, für Licht also eine Parallele zu einer der Medianen. 

Ersichtlich kann die Geschwindigkeit q des Systems S' gegenüber 
dem System S die Grenze 1 nicht überschreiten, weil sonst die Koeffi* 
zientender Transformation (16 a), (16 b) imaginär würden. Wir wollen 

annehmen, daß auch die Geschwindigkeit (^ == ^ > * ' 7 



v^Vk' + y^ + z^ 

des Punktes ii im System S die obere Grenze 1 haben möge.^) Weil 
dann (im Falle i = ^ = zunächst) die Weltlinie des Massenpunktes /x 
an keiner Stelle gegen die Z- Achse stärker geneigt ist als die Mediane 
OM des ersten Quadranten, s. Fig. 3, so ergibt sich aus derselben Figur, 

daß auch die relativen Geschwindigkeiten 2^' ~ ^ » ^"> • • • von /tt gegen- 
über anderen Systemen S\ S", ... kleiner als 1 sein müssen. Zu jedem 
Element einer Weltlinie läßt sich also ein schiefwinkliges Koordinaten- 



1) Oberlichtgeschwindigkeit kann man übrigens schon ausschließen durch 
die Forderung, daß die Ursache der Wirkung vorangehe (s. z. B. die Anmer- 
kung von A. Sommerfeld auf S. 70 der Sammlung von Abhandlungen zum 
Relativitätsprinzip von O. Blumenthal, Leipzig 1913). 
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System 2' finden derart, daß seine 7'- Achse parallel der Tangente an 
die Weltlinie an dieser Stelle ist, so daß in bezug auf das entsprechende 

B** System S ' der Punkt |x momentan ruht. Wir wollen 
sagen (Minkowski), durch Einführung des Koor- 
dinatensystems £' werde (i auf Ruhe transfor- 
miert. 

Die Weltlinie eines Massenpunktes, der sich 
längs der Z- Achse eines gewöhnlichen Raum-Koor- 
dinatensystems S bewegt, werde in der Bildebene 
durch die Kurve AA A" ... (Fig. 4) dargestellt. 
Macht man die Tangente in einem Punkte i4(zo, Q 
" derselben zur T- Achse eines für diesen Zeit- 

'^' ' punkt eingeführten schiefwinkligen Koordinaten- 

systems Z, T mit den Koordinaten /fS, Kt, wo 

T = - kq(z - Zo) + k(t - fo), 

dz 
^ = i = ^ ist, und fc, K die frühere Bedeutung (15) (20) haben, wo- 
durch also der Punkt auf Ruhe transformiert wird, so ergibt sich, weil 
an der Stelle g = r = 0, ^ = ist, aus (17) 



dx^ = de - dz 



2 



,2 



(21) 



oder dx-=-dty\ -(Jy) ^d^Vl-il 



Die Länge dt wird aber, wegen (17) bei Einführung irgendeines* schief- 
winkligen Systemes 2J' anstelle des rechtwinkligen 27, wiederum durch 
den Ausdruck dargestellt: 

(21a) rfT=^rff')/r=7^, 

dz' 
wo z =37- ist, ist als eine von der Wahl des Systems unab- 
hängige Größe. Minkowski nennt das Element dt einer Weltlinie 
ein Element der „Eigenzeit" r des Punktes, wo 

(22) T ^fdr 

ist, das Integral von irgendeinem ihrer Punkte aus genommen. Mit dem 
Linienelement ds der Weltlinie, im System 27 gemessen, hängt dr durch 
die Gleichung zusammen: 



ds^dtVl +z^^dt'K, 



(23) wo 



■< - vm 
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ist, was auch unmittelbar klar ist, weil dt zwar das Linienelement längs 
der Achse KT ist, die schiefwinkligen Koordinaten aber nicht 5, '^t son- 
dern Kt, Kt sind. 

Zugleich mit A werden alle Punkte von AKZ — der zur Tangente 
AKT in bezug auf das Medianenpaar OM, OM' konjugierten Richtung — 
auf Ruhe transformiert, wenn man AKT,, AKZ als Koordinatenachsen 
einführt. Geschieht dies in jedem Punkt der Weltlinie AA'A" ^. ., und 
trägt man noch auf AKZ,A'K'Z\ ... die gleichen Längen Aß = Ä'ß'= ••• 
auf (jedoch jede in dem der Richtung entsprechenden Maßstab, so also, 
daß (Art. 7) K - AB =- K' - A B'= - ist), so kann man sich den Punkt 
B (mit der Weltlinie BB' B'' . . .) während der Bewegung von A mit 
diesem Punkt starr verbunden denken (M. Born, Phys. Zeitschr. 1909). 

Es ist nicht ohne Reiz, zu angenommenen Weltlinien in der ZT-Ebene 
2Jdie Bewegung des zugehörigen materiellen Punktes längs derZ-Achse 
des Systems S im gewöhnlichen Raum und umgekehrt zu suchen. Auch 
hier stößt man auf Paradoxien. So gibt es Weltlinien in -2^ von der 
Eigenschaft, daß für einen mit dem zugehörigen materiellen Punkt ver- 
bundenen Beobachter sich weder Ort noch Zeit zu ändern scheinen, 
während dies doch für jeden mit einem System S oder S' fest verbun- 
denen Beobachter der Fall ist. Nimmt man nämlich in den Formeln 

z -- ZQ^kt + kqr 

t- to-=kqi + kt 

^ und T als konstante Größen an, aber q (und damit k) als veränderlich, 
so stellen beide zusammen eine Weltlinie der gesuchten Art dar. Statt 
durch Elimination von q aus ihnen ergibt sich einfacher ihre Gleichung 
durch die Identität: 

(z-zo)^-(^-g^ = £^-Ti 

Sie stellt eine gleichseitige Hyperbel mit Parallelen zu den Medianen 
OMf OM' als Asymptoten dar und ist, wie wir (Art. 13) sehen werden, 
die Weltlinie für einen materiellen Punkt, der sich längs der Z- Achse 
des Systems S mit gleichförmiger Beschleunigung bewegt. 

Beispiel. Ein Punkt begebe sich auf die Reise längs einer Geraden 
OZ mit der Geschwindigkeit q. Nach Ablauf der Zeit ^ kehre er mit 
der gleichen Geschwindigkeit nach zurück. Um wieviel ist seine Uhr 
hinter der des ruhenden Punktes zurückgeblieben? 

Beträgt für den ruhenden Punkt die Dauer der Abwesenheit des be- 
wegten 2t; so berechnet der reisende diese Dauer 2{ aus (16 b) mit 

z = qtzu 2t'==2tyi-q\ 

Der Reisende kommt also jünger zurück als der Ruhende, weil q<l ist. 



r 1 ?!■ 



20 Geometrie der Bewegung 



Die Weltlinie d es Re isenden besteht aus zwei gleichen Strecken 
ÖAf ABf deren erste OA man sich in Fig. 3 auf der Achse KT' von O 

bis zu einem Punkt A aufgetragen denken kann, deren andere AB von 
da geradlinig zur Achse T zurückführt. — Wenn in der Figur der Zug 

OAB> OB ist, so rührt dies davon her, daß die Längen ÖA = AB 
nicht ==fdt, sondern gleich Kfdt sind, wo /C= |/l +qyyi-q^>l ist. 

9. Der krummlinig bewegte materielle Punkt. 

Die Definitionen des Art. 8 lassen sich ohne weiteres auf die Welt- 
linie eines materiellen Punktes fi übertragen, der im dreidimensionalen 
Raum eine beliebig gestaltete Bahnkurve mit veränderlicher Geschwin- 
digkeit beschreibt. Das zugehörige Bild im vierdimensionalen („ebenen'') 
Räume mit dem rechtwinkligen Koordinatensystem 2J(Z, y,Z, T) (Art. 5) 
ist wieder eine Weltlinie AA'A" ..., deren Neigung gegen die T-Achse 
(Art. 8) an keiner Stelle mehr als 45^ beträgt, weil aus i; < 1 einzeln 
x<l,^<l,i<l folgt. Macht man wieder A{x, y, z, t) zum Ursprung 
und die Tangente an die Weltlinie in A zur Achse KT eines schiefwink- 
ligen Systems, dessen ZHZ-Raum zu dieser Achse konjugiert ist hin- 
sichtlich eines dreidimensionalen Kegels mit dem halben Offnungswinkel 
45®, so befindet sich in bezug auf das dem System EH ZT entsprechende 
System S der Punkt (i momentan in Ruhe, und die Gleichung (10) des 
Art. 5 liefert, weil in S = ^ = 5 = 'r = 

dg dn d^ 

dr dx dt ' 

(24) dr^ = de - {dx^ + dy^ + dz") = dtHl - v\ 

wenn v die Geschwindigkeit des Punktes [i in bezug auf das System S 
des gewöhnlichen Raumes ist, also 

(24 a) v' = x' + y' + z\ 

Ist nun wieder dr ein Element der Weltlinie von ft im Punkt A^ und die 
Eigenzeit /> 

so ergibt sich, wie in Art. 8 (21), (21 a), aus (24): 

(25) r =/d tyr^v'^fd f '/i -7 ^ =/d ty\ - v'' = • • 

j""-(a')'+fö')'+(©*-i" + i- + z>; 

\v ^= X ^ + y ^ + z % usw. 

die Geschwindigkeiten des Punktes fi, berechnet für irgend andere im 
gewöhnlichen Raum gleichförmig geradlinig bewegte Koordinatensysteme 



(25 a) wenn 
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S', S", ... definieren; d.h. die Eigenzeit r ist eine von der Wahl 
dieser Bezugssysteme unabhängige Größe, invariant also gegenüber 
einer Lorentztransformation. 

Man führt deshalb zweckmäßig r als unabhängige Veränderliche ein 
und bezieht die Bewegung des materiellen Punktes ii^ zunächst kine- 
matisch, auf die Eigenzeit. Dann werden sich die ersten und zweiten 
Differentialquotienten von jc, ^, z, t nach r ebenso transformieren, wie 
die Koordinaten x^y^Zy t selbst; sie bilden wie diese die Komponenten 
einer Art von vierdimensionalem Vektor, dessen vollkommene Analoga 
im gewöhnlichen Raum jedoch Geschwindigkei^und Beschleunigung nur 
dann wären, wenn man die Zeit t durch fV— 1 ersetzen und so einen 
imaginären vierdimensionalen Raum einführen würde. Dies liegt jedoch 
außerhalb des Planes dieser Vorträge. 

Wir merken noch für später die aus (24) folgende Gleichung an: 

B« ©'+(ä«)+(ll)'- («)'=-'• 

10. Die allgemeine Lorentztransformation. 
Ihre geometrische Deutung. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes möge noch ein Wertesystem der 
in den allgemeinen Transformationsformeln (8) des Art. 5 auftretenden 
Koeffizienten a,./^ (i,ä.= 1,2,3,4) aufgestellt werden, welches die in (9) an- 
gegebenen Gleichungen (Art. 5) für c = 1 

[ali^-ali + ali-ali^l = 1,2,3) 

(27) a\, + a|, + a^, - a\, = - 1 

'auaiÄ+flSiflsÄ+flsiflsÄ— 04,04*= (/,fe=l,2,3,4; i + fe) 

identisch erfüllt. Man bestätigt dies durch eine leichte Rechnung für 
das folgende System: 

k'^u'^ . . k^uv k^uw , 

k*vu _ k*v^ . _ k*vw _ 

k*WU k*WV k*W* . _ - 

0^31 = ^371 ; ^82 — k~:p[ J ^83 — k^i "t" 1 ; ^^84 — «"^5 . 

a^^=^ku; a42=^kv; a^ = kw; ^44 = *» 

(28a) wo k'{u' + i;' + ii;^ - 1) = - 1, also k' = j- __^.^^._ -^ 

ist, und u, V, w drei reelle Größen sind, die man (wie q für das System 
S' des Art. 6) als Komponenten der Geschwindigkeit des bewegten 
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Systems S' gegen die Achsen des ruhenden S (Art. 5) zu deuten hat. 
Die Determinante la,-/^ hat, wie man leicht sieht, den Wert + 1. Aus 
den Qijf^) ergeben sich die allgemeinsten Werte bi^ der den Gleichun- 
gen (27) genügenden Koeffizienten, indem man setzt: 

b^i^a^i (1 = 1,2.3,4) 

^ ' bik^a,k^i + a^,,ßi + a^k7if = 1.2.3) (ä = i.2,3.4) 

wo die 9 Größen a, ß, y die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution 
im gewöhnlichen Räume sind, also den 6 Gleichungen genügen: 

«,•* + ft' + 71 = 1 

(i=HÄ= 1,2,3) 

und in bekannter Weise durch drei unabhängige Größen darstellbar sind. 
Nimmt man sämtliche «, j8, y gleich Null an, bis auf «i =ft = ya = 1, 
setzt man ferner u = v = 0; ir = g, so gehen die b^^ in das System 
der Koeffizienten der Gleichung (16 a) des Art. 5 über. Die Transfor- 
mationsformeln (8) des Art. 5 mit den Koeffizienten (28) lassen sich nun 
wieder in eine Beziehung umwandeln zwischen einem vierdimensionalen 
rechtwinkligen (bzw. schiefwinkligen) Koordinatensystem ^ und einem 
schiefwinkligen (bzw. einem anderen schiefwinkligen) ^\ wobei die 
Achsenrichtungen des schiefwinkligen Systems je in bezug auf den drei- 
dimensionalen Kegelraum 

(29) ;c^+i/2 + z^-f2 = 
konjugiert sind. Setzt man nämlich (für 1 = 1,2.3,4) 

(30) aL + aL + flL + flL = /fA 
so ist wegen (27) (für / == 1, 2, 3) 

K,^=l+2a!, 

/fi'=H-2ftV; K2^=l-|-2ftV; K^^^\-\-2}ew'\ 

Setzt man femer (für 1 = 1,2,3,4) 
(32) au^KiGi: a^i^^Kibi; a^i^KfCi; a^i^Kidf, 



(31) 



1) Aus (28) gehen die Koeffizienten der orthogonalen Substitution des 
ebenen vierdimensionalen Raumes hervor, wenn man in neun Gliedern der 
Determinante | ^^/^ 1 ^ + 1 durch k — \ ersetzt und k durch 

/e«(u* + i;*-|-a;«+l) = l 

definiert. — Auf ein Versehen in der Indizes-Angabe der Formeln (28 b) der 
1. und 2. Auflage hat mich Herr Dr. Verhoeckx in 's Gravenhage aufmerk- 
sam gemacht. 



\ 
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<33) und x'/fi = r; yK^^^v; zK^^X; t'K^ = T\ . 

so geht das lineare Gleichungssystem (8) des Art. 8 in das folgende aber: 

2: = Cil +C2t/ +C8? + C4T 

wo nun zwischen den Koeffizienten die Beziehungen bestehen (vgl. (32) 
<30) (27)) ;2 + ^2 ^. 2 ^ ^2 _ 1 

' ' ' ' (i= 1.2.3,4) 

<35) fl/ÖÄ + ^-^/i + CiCk — dfdk == 0. 

Das System (34) stellt nunmehr den verlangten Obergang von 
2wei schiefwinkligen Koordinatensystemen der angegebenen 
Art im selben vierdimensionalen Räume in einander her, nur 
daß auch hier wieder, wie in dem besonderen Fall des Art. 7, auf den 
Achsen nicht die Längen x\ y\ z\ { selbst, sondern diese mit bzw. K^y 
K^^K^^K^ multipliziert als Koordinaten abzutragen sind. Die Gleichungen 
(35) drücken aus, daß die 4 Richtungen (a,-, ö,-, c,-, d,) paarweise kon- 
iugiert sind hinsichtlich des dreidimensionalen Kegelraumes 2. Ordnung: 

denn sie stellen die selbstverständliche Verallgemeinerung der bekann- 
ten analogen Beziehungen für 3 Richtungen hinsichtlich einer Fläche 
2. Ordnung im gewöhnlichen Räume dar (vgl. z.B. Salmon-Fiedler, 
Anal. Geom. des Raumes, Leipzig 1898, I, S. 124). 

III. Dynamik des materiellen Punktes. 

11. Eigenbeschleunigung, Ruhmasse, Kraft. 

Wir haben uns bisher auf die Geometrie der Bewegung, d. h. die 
Erörterung bloß der Begriffe „Länge" und „Zeit" der neuen Relativ- 
Mechanik beschränkt. Aber auch der Begriff „Masse" muß eine Wand- 
lung erfahren. Denn es ist nicht wahrscheinlich, daß die Umgestaltung 
der Begriffe Raum und Zeit, welche die Kinematik der Ausbreitung des 
Lichtes mit Notwendigkeit verlangt, für die Mechanik ponderabler Kör- 
per ihre Bedeutung verliert. Zwar werden wir sehen, daß die Ände- 
rungen, welche an dem Begriff „Masse" anzubringen sind, damit auch 
die Bewegungsgleichungen gegenüber einer Lorentztransformation in- 
variant sind, einen so kleinen Betrag haben, daß sie für die üblichen 
Anwendungen der Mechanik gänzlich bedeutungslos sind. Dieser Um- 
stand entbindet jedoch nicht von der Aufgabe, die ganze Mechanik, auch 
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die der raumerfüllenden Massen, von dem neuen Standpunkt aus zu re- 
vidieren und ihre eine dem Relativitätsprinzip entsprechende Passung zu 
geben. Wir werden uns hier auf den frei beweglichen materiellen Punkt 
beschränken.^) 

Bekanntlich setzt das zweite Newtonsche Axiom die Beziehung 
zwischen Kraft und Beschleunigung derart fest, daß sich der Paktor 
„Masse" als eine in Raum und Zeit unveränderliche Größe darstellt 
Gegenüber dem Relativitätsprinzip der klassischen Meckanik (Art. 2) ist 
diese Beziehung invariant. Um nun das gleiche für das neue Prinzip 
zu bewirken, hat man sie in folgender Weise abzuändern. 

Ein materieller Punkt ^) ft bewege sich in einem festen oder gerad- 
linig gleichförmig bewegten rechtwinkligen Koordinatensystem S des ge- 
wöhnlichen Raumes zur Zeit t mit der irgendwie gerichteten Geschwin- 
digkeit D. Während dessen wirke auf ihn die Kraft Ä mit den Kompo- 
nenten %, Äj,, Ä;j. Wir setzen nun diese (alsdann „Minkowskische** 
genannte) Kraft ^ nicht der gewöhnlichen Beschleunigung, sondern der 
„Eigenbeschleunigung" (Wiechert, a. a. 0.) p des Punktes (i propor- 
tional, einem Vektor, dessen Komponenten die Differentialquotienten der 
Koordinaten x, ^, z von ft nach seiner Eigenzeit r sind: 

wo wieder (Art. 9) dt = d^l/l — v^ 

ist, und V die Geschwindigkeit des Punktes ft zur Zeit t. Wir fordern 
also, daß im System 5 für den Punkt ft die Vektorgleichung bestehe 

(37) f*l> = Ä, 

und nennen den Faktor fi, eine (insbesondere von dem gewählten Ko- 
ordinatensystem unabhängige) Konstante: die „Ruhmasse" des Punk- 
tes fi. 

Fügt man nun den drei Gleichungen, in welche (37) zerfällt, als vierte 
die folgende zu: 

(38) i^wi = ^t. 



dt' 

so ist durch sie eine von Ä abhängige Größe 9tt definiert, deren Be- 
deutung wir sogleich kennen lernen werden. Versteht man unter p das 
System der vier Größen 

1) Eine relativistische Mechanik raumerfüllender Massen hat auf Grund 
des „Anhangs" in Minkowski, „Die Grundgleichungen" usw. Q. Herglotz 
entwickelt (Ann. d. Phys. (4) 36, 1911). Hier befindet sich auch bereits das 
Koeffizientensystem (28). S. auch M. Laue, Das Relativitätsprinzip § 27 ff. 

2) Es wird keine Verwechslung entstehen, wenn wir zugleich auch die 
„Ruhmasse" des Punktes mit ^ bezeichnen. 
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- _ /d*x d^y d^z d^t\ 
^^^' ^~\dT'' dx^ ' d^ ' drV ' 

so transformiert sich, wenn man die Koordinaten x,y, z^ t eines Punk- 
tes der Weltlinie von ii im System ^ (Art. 9) einer Lorentztransforma- 
tion unterwirft, gegenüber welcher bekanntlich (Art. 9) die Eigenzeit r 
invariant ist, auch das System der vier Differentialquotienten p (genau 
ebenso, wie die x, y, z, t in x\y\z\ t' übergehen) in das der vier anderen: 

wie die zweimalige Differentiation der Transformationsgleichungen ((8) 
Art. 5) nach r lehrt. Sind nun Ä^^'» ^y» %' die drei Komponenten einer 
an demselben Punkt ft angreifenden Kraft ft', zerlegt jedoch nach den 
Achsen eines Systems S', das sich im gewöhnlichen Raum relativ zu S 
mit der Geschwindigkeit (m, y, «;) (Art. 10) bewegt, und ist Ä^, wieder 
eine durch d»^' 

definierte Größe, bedeutet ferner Ä, Ä' je das System der_yier Größen 
(Äjt, . . . ft^), (%', . . . 9if), so möge Ä dieselbe Kraft wie Ä' vorstellen, 
wenn vermöge derjenigen Lorentztransforniation, welche p in p' oder 
X, y, z, t in x\ y\ z\ { überführt, auch Ä in Ä' übergeht.^) Infolge dieser 
Definition der Minkowskischen Kraft geht also die Beziehung 

(40) f*p = « 

in i^^ = «' 

über, oder explizit, es geht das System 

/-«x d'^x ^ d*u ^ d'z _ d^t ^ 

in dasselbe Gleichungssystem, nur geschrieben in den gestrichenen Ko- 
ordinaten x\ y\ z\ i\ über. Mit diesen Festsetzungen über die Ruhmasse 
fif die vierdimensionalen Größen p und Ä, sowie über die Invarianz der 
Beziehung (40) gegenüber einer Lorentztransformation ist die Mechanik 
des materiellen Punktes dem Relativitätsprinzip einverleibt. 

12. Die Energie. 

Die letzte der Gleichungen (41) läßt sich mit den voraufgehenden 
auf folgende Weise in Beziehung bringen. Ist v die Geschwindigkeit 
des Punktes ft im System S des gewöhnlichen Raumes, also 

1) Es werde noch einmal hervorgehoben: Obwohl die Achsen X, X\ ... 
der bewegten Systeme S, S' . . . parallel sind, ist nicht etwa ^^ = Ä r; ..., 
nicht einmal I H ' = | ^' 1 . 
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^> -■-©+ (!?)'+©•. 

und entnimmt man der Gleichung (24) des Art. (9), daß 

dt 1 



ist, so ergibt sich: 



dr yi — y« 



2„2 



dxd^ dy d^y d^d^z ^ 1 _d_( (dxy /dy\^ /dzY\_ d v^n 
dx dr« "^ dr dr* "^ dr dr* 2 dr \\di} "^ \dr/ "^ \dr/ / "" dr 2 * 

Multipliziert man andererseits die Gleichungen des Systems (41) der 

dx dy dz dt 
Reihe nach mit ^^ > 57» j^» ~ dr ""^ addiert, so erhält man: 

^dr 2 ^^dr ^^Ifdr ^^^dr ^^dr 

Weil aber die linke Seite verschwindet, so ergibt sich für % die fol- 
gende elegante Deutung. Nennt man in: 

(43) (m)dt= ^dx + -^dy+ Jdz = «,dr = M^==dE 

die Größe — (^t))dr den Zuwachs der „potentiellen Energie", in dem 
System S berechnet, wie andererseits 



8»> 



(44) äE-,äli-LälW-l)-i^ä'%' 



-^K^+l^y+dD') 



als Zuwachs der „kinetischen Energie" aufgefaßt werden kann, so sagt 
(43) oder die letzte Gleichung des Systems (41) nichts anderes aus als 
die bekannte Beziehung zwischen lebendiger Kraft und Arbeit, das 
„Prinzip der lebendigen Kraft". In der klassischen Mechanik wird 
nämlich die potentielle Energie nicht für die Kraft ^, sondern für die 
„Newtonsche Kraft": 

(45) <p=^=«yi^:ry2- 

mit den Komponenten ^j^. == — , "^j, == - , Vz — ~ 
gebildet, für welche wegen (37) die Beziehung gilt: 

(46) 7l> = ^- 

Diese Vektorgleichung, die nur ein Ausfluß der vierdimensionalen Be- 
ziehung (40) ist, hat als die eigentliche Verallgemeinerung des zweiten 
Newton sehen Axioms zu gelten. Weil nämlich 



n 
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X dt 



« "" T 5r r d?; ~ s l'^^ df / 



ist, so zerlegt sich (46) in die folgenden drei Komponenten: 

d [ dx\ d i dx\ ^ 
Tt\^''Tt)-'dtV^Tt)='^- 

W6a) d^(^4i) = Ä(^S) = ^« 

d I dz\ d I dz\ „ 

Tt\^''dt)--dMTt) = ^^^ 
deren Wiedervereinigung das erwähnte Axiom 

^^(,1X1,)= ^^ ^^==^ = ^^ (m b) = sp ergibt, 

(46 b) wenn man /*x = - ^r:^ _ = m 

als die „gewöhnliche Masse" (Lorentz) des Punktes ft (mit der „Ruh- 
masse" f() anspricht. Führt man in diesen Gleichungen wieder die Se- 
kunde als Zeiteinheit ein, indem man (Art. 5 (14) (14 a)) statt 



t ' ' et; V ' ' * — -; 3c 



i/'-s 



und zugleich statt '^ - - - ^; Ä • • • -i ; E • • • ^ 

C C C ' 

setzt, so ändern die Formeln (46 a) ihre Gestalt überhaupt nicht. Der 
Ausdruck für die gewöhnliche Masse (46 b) wird dann 

(46 c) m = ftx = -— i^-r- = /t^. 



V'-S 



Geht man nun zu dem Fall der Newton sehen Mechanik über, deren 
Formeln aus denen der Relativmechanik dadurch hervorgehen, daß man 
c = oo setzt (Art. 5), so bleiben wiederum die Formeln (46 a) unge- 
ändert; nur wird x = 1, die Masse m eine Konstante, und das System 
(46 a) erhält die Gestalt (3), Art. 2, wie zu erwarten war. 

Da die Gleichungen (46 a) aussagen, daß die Kraft ^ gleich der Zu- 
nahme des Impulses mt> der Masse m in der Zeiteinheit ist, so wird der 
Inbegriff dieser Gleichungen zusammen mit dem Energiesatz (43), oder 
auch das System (41), oder endlich die axiomatische Vektorgleichung (40) 
der „Impuls-Energie-Satz" genannt. 



V 
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13. Zwei Beispiele. 

1. Statik. Ein masseloser Winkelhebel ^), dessen Arme, von der 
Länge z' und x\ mit der Z- bzw. Z'-Achse des „ruhenden" Koordi- 
natensystems S' zusammenfallen mögen und in ihren Endpunkten Mas- 
senpunkte von gleicher Ruhmasse (^) tragen, befinde sich vermöge 
zweier in diesen Endpunkten angebrachten (Newtonschen) Kräfte "^x, 
^^r, die senkrecht je zu dem Arm wirken, im Gleichgewicht. Ein anderes 
Sytem S bewege sich relativ gegen S' in Richtung der negativen Z'- 
Achse mit der gleichförmigen Geschwindigkeit q. Es ist die Frage, ob 
auch in bezug auf dieses System noch Gleichgewicht besteht? 
Q 2f Statt S relativ gegen S' bewegt kann man 



^' 



I auch S als fest und das System S' samt dem 

q7 in ihm stehenden Winkelhebel als positiv gegen 

S bewegt ansehen. 

Die Gleichgewichtsbedingung in bezug auf 
^, das System S' lautet (s. Fig. 5) 

(47) z^^,-x<P^.= 0. 

X' F»K- 5. Aus (45) Art. 12 folgt, daß vermöge (47) auch 

für die zugehörigen Minkowskischen Kräfte ^x'f ^z'i ^^® Beziehung 
besteht 

(47 a) zÄ^, -jc'«^, = 0. 

Nun lassen sich ^^'t ^z' ^Is die Komponenten einer einzigen im Schnitt- 
punkt der Wirkungslinien von ^^., ^^, angreifenden Kraft auffassen, 
deren Komponenten im Weltkoordinatensystem {x\ z\ sich ebenso 
transformieren, wie die Koordinaten selbst (Art. 11). Man erhält so: 

Weil aber die Massenpunkte im System S' ruhen, also 

X = y ss: Z =0 

ist, so ist wegen (43) Ä^/ = 0. Beachtet man noch die Gleichung (47 a), 
^^"^''^ z^x-x^z = t'kq^x'. 

Wtirde man nun die Längen der Winkelarme „gleichzeitig" vom Stand- 
punkt des Systems S' aus (wie dies in der 1. Aufl. dieser Schrift an- 
genommen wurde), also z. B. zur Zeit t' = (um von dem parallel zur 
(XT)- Ebene wirkenden Moment der Auflager -Reaktion absehen zu 
können) messen, so ergäbe sich 



1) Vgl. bez. dieses Beispiels Lewis und Toi man, Phil. Mag. 1909; M. 
Laue, Ber. d. D. phys. Ges. 13, 1911; P. Epstein, Ann. Phys. (4) 36, 1911. 
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d. h. der Portbestand des Hebelgesetzes auch im System S. Erfolgt 
aber diese Messung, wie dies doch wohl verlangt werden muß, „gleich- 
zeitig" vom Standpunkt des ruhenden Systems aus, also etwa zur Zeit 
^ = 0, so hört das Hebelgesetz in S zu gelten auf. 

Dieses Paradoxon erklärt sich durch das Verhalten eines elastisch 
gespannten Körpers, wie ihn unser Winkelhebel darstellt, in der Re- 
lativitätstheorie, wonach dessen Parallelverschiebung in Richtung der 
Spannung nicht nur einen Energiestrom veranlaßt, sondern dieser auch 
eine Impulszufuhr bewirkt („Trägheit der Energie'% Im vorliegenden 
Pall tritt bei einer Verschiebung des Hebels längs der Z-Achse im An- 
griffspunkt der Kraft ^^> ein Energiestrom in den Hebel ein, der diesem 
entlang zur Drehachse hin fließt. Seine Impulswirkung ergänzt gerade 
das Moment der Kräfte "^ in S zu Null (man findet dies weiter ausge- 
führt in M. Laue, Relativitätsprinzip, 2. Aufl., §§31.32; von anderem 
Standpunkt aus beleuchtet in der erwähnten Abhandlung von P. Epstein). 

2. Dynamik. Ein Punkt mit der Ruhmasse fi bewege sich unter 
dem Einfluß einer nach Größe und Richtung unveränderlichen (New- 
ton sehen) Kraft ^. Wenn zu dieser Richtung die der Z- Achse des Ko- 
ordinatensystems S genommen wird, so ist Vx'^Vy^Of ^z= (lyf wo 
y eine Konstante ist. Man erhält dann aus (46 a) nach einmaliger Inte- 
gration [x^ £f • • •) 

yi — i;* yi— i;* yi — ü* 

wo a, bf (q Integrationskonstanten sind. Mit /q = lauten die Integrale 
dieser Gleichungen : 

sin hyp ~ (x - Xo) = sin hyp l (s — I/o) = ^ j 

{y{Z''Zo) + Mr^M' + y'i' 

wo M^^l+a^ + b^ 

ist, wenn Xq, 2^0» ^0 die Anfangslage des Punktes ist Setzt man noch 
a = b^O, ^0= 2/0 = 0, so geht die Bewegung in der Z- Achse vor 
sich, und die Lösungen nehmen die Gestalt an: 

Die zugehörige Weltlinie in der Bildebene 2 (Art. 7) ist eine gleichseitige 
Hyperbel von der Achsenlänge - • 

Denkt man sich also ein System von Massenpunkten |it == 1 über die 
Z- Achse des gewöhnlichen Raumes verteilt (etwa ZQ^l,2f3...)f auf 
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Fig. 6. 



deren jeden in Richtung der positiven Z-Achse dieselbe beschleunigende 
Kraft y wirkt, und die sich zur Zeit ^ = in Ruhe befinden, so sind ihre 
Weltlinien durch kongruente gleichseitige Hyperbeln (Fig. 6), mit der 

Achse — und mit dem veränderlichen Mit- 

telpunkt z=Zq , dargestellt (Art. 8 a. E.). 

Sie werden sich jedoch nicht wie starr 
mit einander verbundene Punkte bewegen. 
Denn dazu wäre erforderlich, daß in kei- 
2r nem Zeitpunkt irgend zwei Punkte des 
Systems eine relative Geschwindigkeit in 
Richtung ihrer Verbindungslinie besitzen. 
Nun gibt es aber offenbar keine Gerade, welche irgend zwei von den 
Hyperbeln in Elementen trifft, die zugleich parallel und zur Geradenrichtung 
(hinsichtlich des Asymptotenpaares OM, OM') konjugiert sind, es sei denn 
die Z-Achse. Daher lassen sich keine zwei von jenen Punkten zugleich 
auf Ruhe transformieren, außer im ersten Augenblick, wo dann alle zu- 
gleich ruhen. 

14. Masse im Relativsystetn. 

Zum Schlüsse mögen noch die Bewegungsgleichungen (46 a) der re- 
lativistischen mit denen der klassischen Dynamik verglichen werden, in- 
dem man die Bewegungsrichtung auszeichnet. Es werde über die Rich- 
tung der momentanen Geschwindigkeit v des Massenpunktes fi in S die 
Annahme gemacht, daß sie mit der positiven Richtung der Z-Achse des 

Systems S übereinstimme. Wir setzen also für den Zeitpunkt t, wieder 

dx 
mit der Abkürzung x == ^i usw., 

1 
Dann gelten für diesen Zeitpunkt die Gleichungen (46 a): 



-rr iilOCx) = IIKX + ftü = [l^X = ^^ 



dt 



(48) 



^(^^y)^ii7cy^^y 



d , .. d 
57(^5«^) = 






Das Koordinatensystem S ist wieder ein im gewöhnlichen Raum gleich- 
förmig geradlinig bewegtes rechtwinkliges, t die Zeit, v die relative Ge- 
schwindigkeit des Punktes 11 in der Richtung OZ der Z- Achse, ii dessen 
Ruhmasse. Deutet man nun die Gleichungen (48) vom Standpunkt der 
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klassischen Mechanik aus, so zeigen sie, daß der Faktor Masse, durch 
den sich nach dem Newton sehen Axiom Kraft und Beschleunigung unter- 
scheiden, von der Geschwindigkeit v des Punktes fi gegen S abhängt, 
und zwar, daß er einen verschiedenen Wert besitzt (M. Abraham) für 
die Komponente der Beschleunigung von .u in Richtung OZ der Ge- 
schwindigkeit von iLt und fQr die Komponenten in den Richtungen OX, 
Y senkrecht zu ihr. Denn für die Richtungen senkrecht zu ihr ist dieser 
Faktor (48), die „Quer**- oder „Transversal"-Masse von (i: 

II dt 

V ^ c* 

für die Richtung der Bewegung dagegen ist dieser Faktor, die „Längs"- 
oder „Longitudinal"-Masse, 

lix^ = m7c^. 

In der Relativmechanik unterscheiden sich also Kraft und Beschleu- 
nigung hinsichtlich ihrer Richtung. Längs- und Quermasse des Punktes 
(i sind mit der Stärke der Geschwindigket v von fi zunehmende Größen, 
die, wenn v sich der Lichtgeschwindigkeit c nähert, ins Unbegrenzte 
wachsen. Hieraus folgt wieder (Art. 8), daß die Geschwindigkeit eines 
jeden Massenpunktes in bezug auf irgendein gleichförmig geradlinig (be- 
liebig schnell) bewegtes Koordinatensystem zur oberen Grenze die Licht- 
geschwindigkeit hat. 

Aus dem in Art. 12 hergestellten Ausdruck für den Energiezuwachs 
läßt sich noch eine andere Folgerung ziehen. Führt man in die Glei- 
chung (43): dt 

dt = ftd ^ = [idoi = dm 

das gewöhnliche Zeitmaß ein, so erhält man wegen (46 c) 

dm = d — ,— , 

und, weil rfE in rfE/c* Übergeht: 

(49) dE = c^dm = c»d — Ji ^ , 

woraus bis auf eine additive Konstante, 

(50) E = c^m = ^Ä=- 

Vc« - v^ 

folgt. Für y = sei E = E^ = cV; dann ist bis auf Größen vierter und 
höherer Ordnung in v/c: _ f __ i 2 
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Aus (49) ergibt sich die merkwürdige Tatsache, daß mit dem Ge- 
winn oder Verlust an kinetischer Energie, den ein beschleunigter Massen- 
punkt erfährt, ein — von ihm bloß durch einen konstanten Faktor ver- 
schiedener — Gewinn oder Verlust an „gewöhnlicher" (transversaler) 
Masse m verbunden ist, der allerdings, wegen dieses Faktors c\ für alle 
mit der Lichtgeschwindigkeit nicht vergleichbaren Bewegungen nur eine 
minimale Größe ist. 

Ferner bestätigt die Formel (50) die Vorstellung, daß der von der 
Sonne ausgestrahlten Energie kein ponderabler Träger zukommt. Denn 
in (50) ist für Lichtenergie v = c zu setzen. Dann aber verschwindet (i^ 
gegenüber E, d. h. auch in endlicher Menge besitzt Strahlungsenergie 
keine Masse; sie existiert unabhängig von einem materiellen Substrat. 
— Daß auch der Äther als Vermittler entbehrlich ist, macht W. Ritz 
(Oeuvres, Paris, 1911, Artt. 18, 20) wahrscheinlich. 

Durch die oben nachgewiesene Veränderlichkeit der gewöhnlichen 
Masse m mit der Geschwindigkeit ist die Bedeutung des Begriffes „Masse" 
für die Mechanik wesentlich herabgesetzt. Statt seiner rückt die Rela- 
tivitätstheorie den Begriff „Energie" weit in den Vordergrund. Nach dem 
Satz von der Erhaltung der Energie ist diese ein unzerstörbares nur 
der Ausdrucksform nach wandelbares Gebilde, dem, wie eben gezeigt, 
eine Existenz für sich, unabhängig von der Materie, zukommt. Noch 
weiter erhöht wird die Bedeutung des Energiebegriffes durch eine Auf- 
fassung, welche der elektromagnetischen Lichttheorie entstammt: den 
oben erwähnten (von M. Planck formulierten) Satz von der „Trägheit 
der Energie". Dieser knüpft an die Vorstellung eines „Energiestromes" 
an und schreibt bewegter Energie eine Stoßwirkung (Impuls) zu, dort, 
wo sie auf ponderable Masse auftrifft. Und zwar gelten (in gewissem 
Umfang) die Gesetze des materiellen Stoßes ^uch für die Strahlungs- 
energie; an einer geschwärzten Fläche, wo das Licht absorbiert wird, 
erfährt die Energie einen unelastischen, an einer vollkommen reflektie- 
renden einen elastischen Stoß. Zugleich ist der Impuls eines Strahlen- 
bündels, das im leeren Raum auf einen Spiegel fällt, begleitet von einem 
(wenn auch minimalen) „Strahlungsdruck", dessen Existenz, von CL Max- 
well vorausgesagt, P. Lebedew (Ann. d. Phys. (4) 6, 1901) durch feine 
Messungen festgestellt hat. 

Die Behandlung dieser Fragen würde jedoch eine Ausdehnung der 
hier vorgetragenen Theorie auf die Mechanik raumerfüllender Massen 
erfordern, die außerhalb des Rahmens dieser Skizze liegt. Hierfür werde 
auf M. Laues Werk „Das Relativitätsprinzip" 3. Aufl. Braunschweig 1919 
verwiesen, wo man auch weitere Literaturangaben findet. 
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IV. über Einsteins Theorie der Gravitation. 

Die seit 1914 in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie ver- 
öffentlichten Forschungsergebnisse von A. Bin stein bezüglich des Wesens 
der Gravitation sind von ihm 1916 in der Schrift: „Die Grundlagen der 
Relativitätstheorie'' zusammengefaßt worden. 

Der nachstehende Abdruck einer Besprechung dieser Schrift wQnscht 
eine beiläufige Vorstellung von der Lösung zu geben, die Einstein dem 
rätselhaften Problem der Gravitation zu Teil werden läßt. Wenn im 
folgenden noch einmal der Inhalt der speziellen Relativitätstheorie, dem 
die vorstehenden Artikel gewidmet waren, zusammengefaßt wird, so 
empfiehlt sich doch der Abdruck des ganzen Aufsatzes, den der Verfasser 
im XXVI. Band des Jahresberichts der Deutschen Mathematiker- Vereini- 
gung 1917 veröffentlicht hat, aus Gründen der Einheitlichkeit. - Ge- 
legentlich wird über einige von Einstei;i und anderen Forschern neuer- 
dings veröffentlichte Beiträge zur Sache kurz berichtet. 

15. Bericht über die Schrift: A. Einstein, Die Grundlage der 
allgemeinen Relativitätstheorie. Leipzig 1916. 

Die Vorstellung, daß ein Körper auf einen anderen durch den leeren 
Raum hindurch wirken könne, entspricht unserem Sinn für Ursächlich- 
keit so wenig, daß schon Newton, dessen Gravitationsgesetz doch diese 
Auffassung nahe legt, von ihr sagt (Brief an Bentley, Opera ed. Horsley 
T. IV) "no man, who has in philosophical matters a competent faculty of 
thinking, can ever fall into it". Die Vermutung, die Newton daran knüpft, 
daß ein vermittelndes Zwischenglied existiere, durch das die Kraft sich 
in der Zeit fortpflanzt, erhielt erst lange nachher neue Nahrung durch 
Faradays Untersuchungen über statische Elektrizität, die ihn zur An- 
nahme eines Spannungszustandes im elektromagnetischen Feld führten; 
bis Heinrich Hertz die zeitliche Ausbreitung elektromagnetischer Wellen 
auch experimentell unwiderleglich nachwies. Das Ergebnis der Hertz- 
schen Versuche hatte aus dem Gedankenkreis von Faraday heraus 
Clerk Maxwell weitblickend vorausgesagt und durch die Annahme eines 
Trägers, der durch die bekannten Maxwellschen Gleichungen beschrieben 
wird, befriedigend erklärt. 

Maxwell beschäftigt sich auch mit der Gravitation. Er bestimmt^) 
die Energie an einer Stelle des Gravitationsfeldes nach Maßgabe der 
magnetischen und findet für die in der Volumeinheit enthaltene Energie- 

1) A dynamical theory of the electromagnetic field. Phil. Transactions 
CLV, 1864; Coli. Papers I S. 570. 
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menge den Betrag C — R^/Stc, wo R die Gravitationskraft an dieser 
Stelle ist, und die Konstante C, der Energievorrat daselbst, so groß sein 
muß, daß die Differenz niemals negativ ausfallen kann, auch wenn R den 
größten Wert annimmt, den die Schwerkraft im Universum besitzen kann. 
„Da ich mir aber'^ so sagt Maxwell, „nicht vorstellen kann, daß es ein 
Medium von solchen Eigenschaften gibt, so muß ich mir versagen, in 
dieser Richtung die Natur der Gravitation weiter zu erforschen." 

Auch Riemann hat über die Anziehung gravitierender Massen nach- 
gedacht. Er stattet') das Zwischenmittel mit den Eigenschaften einer 
inkompressibeln Flüssigkeit aus, die in die Atome einströmt und dort 
verschwindet. Diese bewegen sich dann so*), als ob sie sich gegen- 
seitig nach dem Newtonschen Gesetz anzögen. Ein Jahr später, in seiner 
Habilitationsschrift, kommt Riemann auf die Maß Verhältnisse stetiger 
Mannigfaltigkeiten zu sprechen und erblickt ihre Grundlage in „darauf 
wirkenden bindenden Kräften"; die „durch weitere Ausbildung der New- 
tonschei Auffassung der Erscheinungen" zu' erforschen wären — eine 
Andeutung, die wohl auf den nun zu besprechenden, von Einstein ein- 
geschlagenen Weg abzielen mag.^) Dem Bemühen, die letzte noch nicht 
erklärte Fernkraft zu beseitigen, hat Albert Einstein eine Reihe tief- 
gründiger Untersuchungen gewidmet, deren Ergebnisse in dem voriie- 
genden Schriftchen zusammengefaßt und zum vorläufigen Abschluß ge- 
bracht werden. 

Aber um es gleich zu sagen: Eine Erklärung der Gravitation in dem 
Sinne, daß etwa ihre Wirkung auf leicht übersehbare Nahewirkungen zu- 
rückgeführt wird, ist seine Lösung nicht. Sie besteht vielmehr in def 
Beschreibung des Gravitationsfeldes bekannter Massen und ihrer zeit- 
lichen Veränderung; jedoch ohne Zuhilfenahme des Kraftbegriffes, und 
zwar durch eine Formel, auf Grund von fast selbstverständlichen Vor- 
aussetzungen und von überraschender Ähnlichkeit des Bildes. 

In letzter Linie beruht diese Formel auf der durch das frühere Qetzt 
als speziell zu bezeichnende) Relativitätsprinzip eingeführten vierdimen- 
sionalen Fassung der Mechanik und der Gleichstellung von Raum und 
Zeit als gleichberechtigten sich gegenseitig bedingenden Begriffen. 

Die bekannten Gleichungen, die Maxwell für die Ausbreitung elek- 
trodynamischer Wirkungen aufgestellt hat, verlieren ihre Geltung für 
selbst bewegte Medien. Diesen Mangel hat H. A. Lorentz durch Ein- 
führung von „Elektronen" als Trägern elektrischer Ladungen beseitigt. 

1) Fragment: Neue mathematische Prinzipien der Naturphilosophie, Werke, 
herausgeg. von Weber; Anhang III. 

2) Brill, Ober zyklische Bewegung. Math. Ann. 58, S. 478. 

3) Freundlich, Die Grundlagen der Einsteinschen Relativitätstheorie. 
2. Aufl. Berlin 1917, S. 21. 
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Aber der Deutung der Lorentzschen Gleichungen bereitet neue Schwie- 
rigkeiten die durch Versuche festgestellte Tatsache, daß sich das Licht 
in jedem Versuchsraum, gleichviel wie dieser. (geradlinig gleichförmig) 
sich durch den Weltraum bewegt, also insbesondere auf der Erde in 
ihrer Bahn, nach allen Richtungen, auch vor- und rückwärts, gleich- 
schnell ausbreitet. 

Diesen Widerspruch zu beseitigen gelang Einstein an der Hand 
seines („speziellen") Relativitätsprinzips, demzufolge sich ein Lichtblitz 
für jeden Beobachter mit derselben Geschwindigkeit, gleichviel ob er 
sich mit ihm oder gegen ihn bewegt, in Gestalt von Kugelwellen aus- 
breitet, deren Mittelpunkt relativ zum Beobachter ruht. Aus dieser An- 
nahme schließt manO, daß von der Geschwindigkeit, mit der ein Be- 
zugssystem an einem anderen vorbeigleitet, nicht nur sein Längenmaß- 
stab (bestimmt etwa durch.die Wellenlänge einer gewissen Lichtgattung), 
sondern auch sein Zeitmaß — je verglichen mit dem des anderen — ab- 
hängt. Es gibt eben keinen absoluten Raum und keine absolute Zeit, 
wie sie Newton und die klassische Mechanik angenommen hatten: Zeit- 
und Raummaß ändern sich mit der Geschwindigkeit des Beobachters; 
Zeit und Raum fließen in einander über. 

Zu den mancherlei weiteren Folgerungen, die sich aus jener An- 
nahme ergeben, gehört die, daß die größte Geschwindigkeit, die ein 
materieller Punkt haben kann, von der des Lichtes noch übertroffen 
wird; ferner die, daß die Masse eine Energieform ist und wie diese eine 
gerichtete Größe, ein Vektor, dessen Betrag noch von ihrer Geschwin- 
digkeit gegen das Bezugssystem abhängt, also nicht, wie die Newtonsche 
Mechanik es will, konstant ist. 

Die Maßstäbe für Zeit und Länge werden übrigens von der Geschwin- 
digkeit des Beobachters in verschiedener Weise beeinflußt, so zwar, daß 
die Länge z, gemessen in Richtung der Bewegung, und die Zeit t des 
einen Bezugssystems mit denen z\t' des anderen, dessen^'- Achse 
längs der z-Achse des ersten gleitet, durch lineare Gleichungen — eine 
„Lorentztransformation" — zusammenhängen von der Form 

z = k(z+fct') 

Ct = k{^-Z+Ct'), 

wo c die Lichtgeschwindigkeit, q die relative Geschwindigkeit des einen 
Bezugssystems gegen das andere und 

da) kHc'-q') = c' 



1) S. oben Art. 6. 
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ist. Daher wird, wie in der Geometrie sich das lineare Raumelement dö 
durch seine Komponenten dx, dy^ dz in der Form 

(2) ^ dö^^dx*+dy^+dz^ 

ausdrückt, sich das Quadrat eines raumzeitlichen Vorganges ds — wir 
wollen ds wieder „Linienelement" nennen - als quadratische Funktion 
von dx, dy, dz und dem Zeitelement dt darstellen lassen. Nur muß die 
Bedingung erfüllt sein, daß das Quadrat ds^ dieselbe Gestalt hat, gleich- 
viel, ob es in dx, dy, dz, dt oder in dx' (= dx), dy (== dy); dz\ dt' 
ausgedrückt wird. Diese Forderung ergibt, wie man aus (1) (la) leicht 
bestätigt, für ds^ — bis auf einen Proportionalitätsfaktor — den Ausdruck 

(3) ds'-=-dö^+ c'dt^ = - dx^ - dy^ - dz^ + c^dt\ 

Im Umfang des speziellen Relativitätsprinzips hat bereits Minkowski 
die grundsätzliche Gleichstellung von Raum und Zeit nicht nur für die 
Darstellung der elektromagnetischen Vorgänge, sondern für die Formu- 
lierung der ganzen Mechanik verlangt und auch die Grundzüge einer 
solchen entworfen (Göttinger Nachrichten 1908). An diese Forderung 
knüpft nun auch Einsteins allgemeines Relativitätsprinzip an. Nur muß 
er dabei der Allgemeinheit wegen von der Annahme eines Euklidischen 
Raumes zunächst absehen, wenn auch jede Begebenheit in erster An- 
näherung durch (3) dargestellt werden kann. Vielmehr wird an Stelle 
von (3) eine quadratische Form der Komponenten dx^^, dx^y dx^^ dx^ 
eines vierdimensionalen Linienelements und an Stelle der Lorentztrans- 
formation (1) (la) zwischen endlichen Koordinaten solche zwischen eben 
jenen Zuwächsen dx,, . . . und dx, dy . . ., also vier Gleichungen zwi- 
schen zwei verschiedenen einen Raumzeitpunkt bestimmenden Koordi- 
natenquadrupeln treten. Zu dieser Formulierung führt auch folgende 
andere Überlegung. 

Die klassische Mechanik leitet die Bewegungsgleichungen für einen 
Massenpgnkt, auf den eine konservative Kraft wirkt — die Kräftefunk- 
tion sei t/(x, y, z) — und dessen lebendige Kraft 

T^^(x' + y'+z')^la' 

ist (die übergesetzten Punkte bedeuten Differentialquotienten nach der 
Zeit), aus der Forderung ab, daß die Variation des Zeitintegrals der 
Lagrangeschen Funktion T + U verschwinde: 

(4) sf{T+U)dt=^0. 

c* 
<4a) Setzt man t/ = 9> (x, y, z) — ^ , 



wo (p das Potential eines bekannten Massensystems auf den Punkt (x, y, z) 
von der Masse 1 („Aufpunkt") ist, c die Lichtgeschwindigkeit im kräfte- 
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freien Raum, und nimmt man an, daß ihr gegenüber sowohl die Geschwin- 
digkeit er des Punktes wie das Potential q> als kleine Größen vernach- 
lässigt werden können^), so kann man in den Integralen der drei Differen- 
tialgleichungen der Bewegung, welche die Forderung liefert, nämlich 

(5) d7^==ä^'"sw. 

7. B. an Stelle von — |5 =— |(- 0*+ c^— 2^) = T + [7, wo also 

(6) ds^^-dx'-dy'- dz^+ (c^~ 2(p)di^ 

gesetzt ist, die Konstante — c^/2 einführen. Tut man dies bereits in der 
Bedingung (4), so nimmt diese die Gestalt an: 

*/("" t) "^^ cdjkdt = . 

Durch jene Annahme geht also die Forderung (4) des Prinzips der 
kleinsten Wirkung für die Bewegung des Punktes im gewöhnlichen 
Raum in diejenige 

(7) dfds = 

der „geradesten Bahn'' (kürzesten Linie) eines Punktes in der durch 
das Linienelement ds (6) definierten vierdimensionalen Raum-Zeit- 
Mannigfaltigkeit (x,y,Zft) über. 

Im Fall eines „kräftefreien" Feldes, also wenn 9? = ist, beschreibt 
der materielle Punkt in der durch 

(3) ds' = - djc^ - dy' - dz' + c'dt' 

dargestellten „ebenen" Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit vermöge der Gleichun- 
gen (5) eine gerade Linie, der im Raum von drei Dimensionen eine eben- 
solche mit gleichförmiger Geschwindigkeit beschriebene als Bahnlinie 
entspricht (Trägheits-Axiom). Aber während sich in diesem Fall der 
Ausdruck (3) für ds' und die hieraus fließenden Bewegungsgleichungen 
gegenüber einer Lorentztransformation invariant verhalten, d.h. ihre 
Gestalt nicht ändern, wenn man durch (1) (la) an Stelle der Variabein 
x^y^Zyt die gestrichenen Variabein einführt, ist dies, wie man leicht 
sieht, mit dem Linienelement (6) und den Gleichungen (5) bei nicht ver- 
schwindendem Potential nicht mehr der Fall. Das Newtönsche Gravita- 
tionsgesetz in der üblichen Form ist eben gegenüber einer Lorentztrans- 
formation nicht invariant. Es wird sich darum handeln, diejenigen Ab- 
änderungen zu finden, die an ihm anzubringen sind, damit die Einwir- 
kung umgebender Massen auf den Aufpunkt, die doch sicher gegenüber 

1) Vergleicht man diese Fassung mit der oben erwähnten von Maxwell, 
so erweist sich auch hier die große Energiequelle cV2, die dieser ablehnt, 
als unentbehrlich. 
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einer Koordinatentransformation invariant ist, auch formal durch in- 
variante Prozesse dargestellt werde. 

Ebenso nun, wie man die Eigenschaften einer krummen Oberfläche, 
die bei einer Verbiegung (ohne Faltung und Dehnung) invariant bleiben, 
wie etwa das Gaußsche Krümmungsmaß in einem ihrer Punkte, dadurch 
ermittelt, daß man ein Netz von zwei Kurvenscharen über sie ausbreitet, 
das noch in mancher Hinsicht willkürlich wählbar ist, dann das Quadrat 
des Linienelements durch die Differentiale der Parameter dieser Scharen 
darstellt und die Differentialinvarianten der Koeffizienten dieses Aus- 
drucks aufsucht, so wird man bei der Suche nach den invarianten Eigen- 
schaften einer gekrümmten vierdimensionalen Mannigfaltigkeit, insbeson- 
dere wieder bei der Bildung der geradesten Bahn eines in ihr sich be- 
wegenden Punktes, ein Koordinatennetz einführen müssen, das durch 
vier Parameter jci , jcg , Xg , JC4 bestimmt dem Linienelement die Gestalt gibt : 

ds^ ^^9ik dXi dxky (h Ä = 1, 2, 3, 4) 

wo die Koeffizienten Qi/^ = g/^ ,• des Summenausdrucks 2J Funktionen 
der Raum-Zeit-Koordinaten x sind, und dann die aus den gif^ und ihren 
partiellen Differentialquotienten zusammengesetzten invarianten Bildungen 
aufsuchen. — Hierbei findet man, daß die Differentialgleichungen, die 
aus der Forderung der geradesten Bahn 

dj^ds = dfsdt = 

fließen, sich aus gewissen Aggregaten T/ä von partiellen Differential- 
quotienten der gif^ nach den jc^ (Christoffeischen Drei -Indizes -Sym- 
bolen^)) zusammensetzen — Einstein nennt sie „Komponenten des Gra- 
vitationsfeldes" — aus denen sich durch Differentiation ein Gebilde von 
10 Größen Bi^ (= Bj^i) ableiten läßt, ein „Tensor", der sich ebenso wie 
das Linienelement selbst gegenüber der Einführung neuer Veränder- 
licher x/, X2', X3', jc/ und ihrer Differentiale an Stelle der Xi invariant 
verhält — etwa so, wie der Inbegriff der Komponenten eines dreidimen- 
sionalen Vektors ein gegenüber einer orthogonalen Transformation in- 
variantes Gebilde ist. Aus dem „Fundamentaltensor" der zehn gi^ 

l 9n 9i2 9is 9u \ 

921 9ii 923 fl^24 

5^31 9s2 9zz 9u 
9ii 9^2 94S 9u ' 



« 



1) Christoffel, Transformation der homogenen Differentialausdrücke 
.2. Grades, J. f. M. 70, 1869; Math. Werke, herausgeg. von L.Maurer 1 S. 352. 
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lassen sich nun durch algebraische und Differentialprozesse ^), welche 
die Invarianz gewährleisten, nicht nur wieder symmetrische Tensoren 
wie die erwähnten, sondern auch solche von nicht symmetrischem Cha- 
rakter, ferner „Vierer"vektoren und skalare Invarianten in mannigfacher 
Weise ableiten, und es ergibt sich vor allem die Aufgabe, für die Qi^f 
von denen die geradeste Bahn wie Oberhaupt das ganze Verhalten des 
sich selbst überlassenen Auf punktes abhängt, diejenigen Einschränkungen 
zu finden, welche das Element ds insbesondere einem Gravitationsfeld 
unseres Raumes zuordnen. Das „Gravitationsfeld" ist ein dreidimensio- 
nales Gebilde, das zunächst mit der Newtonschen Gravitation nichts zu 
tun hat. Es unterscheidet sich von dem durch (3) definierten „kräfte- 
freien" Feld, für das die „Potentiale" Qi^ konstant sind, lediglich durch 
umgebende Massen^) und andere Energieformen, unter deren Einwir- 
kung — gleichviel wie sie erfolgt und von welcher Intensität sie ist — 
der Aufpunkt sich bewegt. Nur von etwaigen elektromagnetischen Ein- 
flüssen sieht man zunächst ab.i 

Eine so allgemein gehaltene Forderung kann sich nur durch Bedin- 
gungen sehr allgemeiner Art für die Qf^ ausdrücken lassen: es wird sich 
um partielle Differentialgleichungen handeln, die jedenfalls der Forde- 
rung der Invarianz genügen müssen — Einstein nennt sie die „Feld- 
gleichungen der Gravitation". Aus der überwältigenden Fülle von in- 
varianten Bildungen, die sich aus dem Fundamentaltensor ableiten lassen, 
diejenigen zehn herauszufinden, die gleich Null gesetzt, solche Gleichun- 
gen ergeben, unter denen sich, wie man fordern muß, bei geeigneter 
Spezialisierung die Laplacesche partielle Differentialgleichung für die 
Potentialfunktion befindet, erscheint zunächst ein aussichtsloses Unter- 
nehmen. Und doch ist dies Einstein — unter Mitwirkung von M. Groß- 
mann — gelungen, und zwar auf Grund von folgenden zwei durchaus 
einleuchtenden Forderungen: 

1. Die Feldgleichungen der Gravitation sind partielle Differentialglei- 
chungen 2. Ordnung für die 0^,/^, und in den 2. Differentialquotienten linear. 

2. Sie werden identisch erfüllt im Fall eines kräftelosen Feldes (Li- 
nienelement (3))rwenn also das „Krümmungsmaß" der vierdimensionalen 
Mannigfaltigkeit verschwindet. 

Diese letzte Bemerkung knüpft an an den von Riemann aufgestellten 
Ausdruck für das Krümmungsmaß einer höheren Mannigfaltigkeit, das 
aus einem Tensor von „Vier -Indizes -Symbolen" als Komponenten be- 



1) Im Anschluß an „M^thodes de calcul diff^rentiel absolu*' von Ricci 
und Levi-Civita, Math. Ann. Bd. 54. 

2) Eine Unterscheidung zwischen „träger" und „schwerer" Masse wird 
durch diese Fassung ausdrücklich abgelehnt. 
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stehend 9 zugleich mit diesem verschwindet. So gelangt Einstein zu 
dem erwähnten Tensor ß,/^, der aus dem Riemannschen Tensor durch 
einen algebraischen („Verjüngungs"-) Prozeß abgeleitet, gleichfalls mit 
ihm verschwindet. Die zehn Komponenten dieses Tensors, gleich Null 
gesetzt, liefern ein System von partiellen Differentialgleichungen, das die 
aufgezählten Eigenschaften alle in sich vereinigt. Aber es verträgt, wie 
wir sehen werden, noch schwerere Belastungsproben. 

Einstein dehnt zunächst die Peldgleichungen auf den Fall aus, daß 
die Energie und Materie auch das Bewegungsgebiet des materiellen 
Punktes durchsetzt. Dem Übergang von der Laplaceschen zur Poisson- 
schen Differentialgleichung entsprechend, werden in den Differential- 
gleichungen für das freie Feld die Nullen auf der rechten Seite durch 
die 10 Komponenten eines nach Raum und Zeit gegebenen „Energie- 
tensors" (Materie) (Tensor- Eigenschaft besitzt er allerdings zunächst nur 
gegenüber einer Lorentztransformation) ersetzt. Auch dieser ist nicht 
völlig willkürlich annehmbar. Denn aus den so erweiterten 10 Feldglei- 
chungen lassen sich 4 andere ableiten, die das Verschwinden eines 
Vierervektors, der vierdimensionalen „Divergenz" des Energietensors^ 
aussagen. Diesen vier Gleichungen haben die Komponenten des Energie- 
tensors zu genügen. Da sie die Erhaltung des Impulses und der Energie 
(für Gravitationsfeld und Materie zusammengenommen) aussagen, haben 
sie große Wahrscheinlichkeit für sich und liefern damit eine weitere 
Probe für die Feldgleichungen. 

Den oben erwähnten „Veriüngungs"-Prozeß ersetzen H. A. Loren tz 
und D. Hilbert durch die einfachere Forderung (die für elektromagne- 
tische Vorgänge schon vorher G. Mie entsprechend gestellt hatte), daß 
die Variation eines gewissen vierfachen Integrals verschwindet, dessen 
Integrand, abgesehen vom vierdimensionalen Volumelement, eine in- 
variante lineare Funktion der Komponenten des oben erwähnten Ten- 
sors Bif^ mit aus den g^fj gebildeten Koeffizienten ist. Hilbert^) geht 
noch einen Schritt weiter, indem er dieser Funktion additiv eine weitere 
zugesellt, welche die im Feld selbst auftretende Energie (bei Hilbert 
die elektromagnetischer Prozesse) umfaßt und damit an die Stelle des 
Einsteinschen Energietensors tritt. In diese Funktion gehen vier „elektro- 
dynamische Potentiale" ein, die den 10 Gravitationspotentialen Qi^ an 
die Seite treten und für welche die Variation vier weitere partielle Diffe- 
rentialgleichungen liefert, die sich einfach als die (verallgemeinerten) 



1) Riemann, Werke, herausgeg. von Weber Nr. XXII. Die Bezeichnung 
ist dem Werk von Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie, entnommen, §28. 
2. Aufl. 1910. B. G. Teubner. 

2) Göttinger Nachrichten für 1915. 
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Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik erweisen. Da sich ihre 
Abhängigkeit von den 10 Feldgleichungen der Gravitation rechnerisch 
nachweisen läßt — jener Integrand genügt als Invariante vier partiellen 
Differentialgleichungen, die neuerdings (Gott. Nachn 1918) F. Klein hier- 
für herangezogen hat -, so ergibt sich die höchst merkwürdige Tat- 
sache, daß die elektrodynamischen Vorgänge als Wirkungen der Gravi- 
tation erscheinen. 

Aus seinen Feldgleichungen entwickelt nun Einstein — und dies 
ist das experimentum crucis der Theorie — für ein Feld, das durch einen 
im Ursprung des Koordinatensystems ruhenden Massenpunkt gebildet 
wird, in erster Annäherung, d. h. unter der Annahme, daß die Qik des 
Fundamentaltensors von den dem Linienelement (3) für kräftelose Be- 
wegung entsprechenden Werten 

r-1 00 
-1 00 
0-10 
Oc^ 

sich nur um kleine Größen (für 9(4, = guf » = ».2, 3, überhaupt nicht) 
unterscheiden, indem er das Euklidische Maßsystem zugrunde legt, also 
x^y^Zft statt JCi, JC2, JCg, JC4 einführt, das Newtonsche Fernwirkungs- 
gesetz, mit der Maßgabe jedoch, daß in dem Tensor der g^f^ zu dem 

Wert — 1, bzw. der Koeffizienten g^f^ (i,ä=i,2,3) je ein Glied — p— 

hinzutritt, wo cc die kleine Größe « = k^M/Sn ist, k die Gaußsche Gra- 
vitationskonstante, M die Masse des felderregenden Punktes, r dessen 
Abstand vom Aufpunkt jc, y, z, während das Potential g^ den Wert 

9u=c^-'r(^ + {jy) ' (an Stelle von c^- " in (6)) hat. - Eine 

noch weitergehende Bestätigung erwächst der Theorie aus dem Umstand, 
daß jene kleinen Zusatzglieder einen bis dahin noch unerklärten Rest- 
betrag der säkularen Perihelbewegung des Merkur bis auf die Bogen- 
sekunde genau zu liefern vermögen. 

Es darf schließlich nicht unerwähnt bleiben, daß auf Grund der Ein- 
steinschen Feldgleichungen — in Verbindung mit einigen durchaus plau- 
siblen Annahmen - der der Wissenschaft nur allzufrüh entrissene 
K. Schwarzschild in einer Abhandlung in den Berliner Akad. Ber. von 
1916 den eben geschilderten Einsteinschen Fundamentaltensor für das 
Gravitationsfeld eines Massenpunktes in strenger Weise und ohne Ver- 
nachlässigungen noch einmal abgeleitet hat. In einer zweiten Abhand- 
lung bildet Schwarzschild das Linienelement auch für das Feld einer 
homogenen Flüssigkeitskugel und erhält das bemerkenswerte Ergebnis, 
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daß das Linienelement im Inneren dieser Kugel mit dem für eine kon- 
stant positiv gekrümmte (Riemannsche) Raumform übereinstimmt. 

Auch im Gravitationsfeld eines Massenpunktes macht sich eine, wenn 
auch geringe positive Krümmung des Raumes in der Umgebung des 
Massenpunktes bemerklich. Oberhaupt bewirken nach Einsteins Theorie 
Massen und Energien in ihrer Nähe eine Abweichung des Gravitations- 
raumes vom Euklidischen.^) Dieses merkwürdige Verhalten muß übrigens 
die Ablenkung eines Lichtstrahles, der einen Himmelskörper von großer 
Masse streift, von der geraden Linie nach sich ziehen und sich damit 
prüfen lassen. Dies ist bei Gelegenheit der totalen Sonnenfinsternis am 
29. 5. 19 geschehen, wo englische Astronomen eine Ablenkung der von 
Sternen in Sonnennähe ausgehenden Strahlen auch dem Betrage nach 
mit der Theorie im wesentlichen übereinstimmend beobachtet haben 
(Astron. Nachr. Bd. 210 Nr. 5, 1920). Zugleich ändert sich im Gravita- 
tionsfeld die Lichtgeschwindigkeit: aus der Bedingung rfs = erhält 

man zufolge (6) in erster Annäherung für sie er = Yc^ —2(p = c— (p. 

Wäre unser Raum unendlich ausgedehnt, so müßten beständig Energie- 
verluste stattfinden, wie man sie nicht beobachtet. Man darf also anneh- 
men, daß es ein Bezugssystem gibt, relativ zu welchem die Masse des 
Weltalls durchschnittlich ruht. Denkt man sich diese gleichförmig ver- 
teilt, so wäre die Folge eine entsprechend gleichförmige positive Krüm- 
mung des Raumes. — Daher ist — nach Analogie der Kugelfläche für 
zwei Dimensionen — Geschlossenheit unseres Raumes und ein endlicher 
Inhalt desselben wahrscheinlich (Einstein in Beri. Akad. Ber. 1917ff.). 

Zusammenfassend läßt sich sagen: Einsteins Beschreibung des von 
bekannten Massen und Energien erregten Feldes beruht auf Annahmen 
von solcher Einfachheit und Selbstverständlichkeit, die Ergebnisse seiner 
Theorie stimmen mit der Erfahrung so genau überein, daß diese Theorie 
einen entscheidenden Schritt auf dem Wege zu einer einheitlichen Me- 
chanik des Makrokosmus zu bedeuten scheint.. 

Zu Einsteins Relativitätsprinzip ist in den Göttinger Nachrichten von 
1917 ein zweiter Beitrag von D. Hilberf erschienen, der auf zwei Fra- 
gen von grundsätzlicher Bedeutung eingeht. Hilbert gibt die Bedin- 
gungen an, welche die 10 Gravitationspotentiale zu erfüllen haben, damit 
die durch sie dargestellte Welt dem Kausalitätsprinzip genügt, und be- 
schränkt weiter die Lösungen der 10 partiellen Differentialgleichungen 
für sie auf solche, welche der Forderung genügen, daß die Zukunft 
durch die Gegenwart völlig bestimmt sei. 

Eine zusammenfassende Darstellung der gesamten Relativitätstheorie 



1) Erkenntnistheoretische Folgerungen zieht M. Schlick in „Raum und 
Zeit in der gegenwärtigen Physik'^ Berlin 1917. 
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verdankt man H. Weyl. Im Vorwort zu seiner Schrift: Raum-Zeit-Materie 
(Berlin, 1918) spricht der Verfasser die Absicht aus, durch Erweiterung^ 
der geometrischen Grundlagen die Erscheinungen der Gravitation und 
der Elektrizität beide aus einer gemeinsamen Quelle abzuleiten. Dies 
ist inzwischen in einer in den Berl. Akad. Ben vom Mai 1918 erschie- 
nenen Note (s. auch die 2. Aufl. der erwähnten Schrift 1920) geschehen. 
— Weyl gewinnt das elektrodynamische Viererpotential aus der An- 
nahme, daß die Maßstäbe für das Linienelement ds (und seine Kom- 
ponenten) beim Obergang von einem Weltpunkt zu einem anderen Ver- 
änderungen erfahren, die verschieden sind, wenn man die Verbindungs- 
wege verschieden wählt. Die Durchführung dieses Gedankens hat in 
ihrer Einfachheit für den Mathematiker etwas ungemein Ansprechendes. 
Der Physiker jedoch stellt die Veränderlichkeit der Maßstäbe, ihre Ab- 
hängigkeit von ihrer Vorgeschichte, in Abrede. Und dem weiteren Vor- 
zug der Weylschen Theorie, daß sich die Abgeschlossenheit des Welt- 
raumes ohne weiteres ergibt, steht die Verwickeltheit ihrer partiellen 
Differentialgleichungen, die von der vierten Ordnung werden, gegenüber. 
So verhält sich Einstein zu dieser Theorie vorerst noch ablehnend. 

Zum Schlüsse noch ein Wort über das Fundamentalproblem der 
Relativitätstheorie: die relativistische Erfassung der Zentrifugalkraft, das 
schon E. Mach im Auge hatte, als er die auf der Annahme eines ab- 
soluten Raumes beruhende Newtonsche Formulierung als der Forderung 
konsequenter Relativität widersprechend ablehnte (E. Mach, die Mechanik 
in ihrer Entwicklung, Leipzig 1901, 4. Aufl., S. 248). Einen Beitrag zur 
Lösung dieser Frage liefert die Abhandlung von H. Thirring „Über die 
Wirkung rotierender ferner Massen in der Einsteinschen Gravitations- 
theorie" (Phys. Zeitschr. 19, 1918; 33), wo das Zentrifugalfeld von einer 
rotierenden Kugelschale gebildet wird, und die Bewegungsgleichungen 
für einen Punkt im Innern in der Tat Glieder aufweisen, die der Zentri- 
fugalkraft und der Corioliskraft entsprechen. Nur liegt den Integralen 
der Potentialgleichungen noch die Annahme unendlich ferner ruhender 
Massen zugrunde. Aber auch so ist der reziproke Charakter dieser 
Relativkräfte damit bereits erwiesen. 



